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Introduccién

La definicion, modelamiento, medicién y control de la solvencia de las empresas de seguros ha
sido durante décadas una de las ocupaciones propias de la ciencia actuarial a nivel mundial.
Algunas razones son bastante obvias, pues para una compafiia de seguros - como cualquier
otra - es vital la prevencion de resultados negativos. Sin embargo, en la actualidad el Mercado
Asegurador presenta circunstancias que particularmente revisten a este concepto de una
consideracion especial. La vida econdmica contemporanea se caracteriza por el surgimiento de
corporaciones cada vez mayores, con las cuales las decisiones de consumo de seguros difieren
de las posiciones de los clientes de antafio. La capacidad de autoseguro mediante cautivas, la
mayor capacidad de retencidn, la disponibilidad de areas encargadas de la Administracién de
Riesgos, la compra de seguros a gran escala y la capacidad de evaluar la calidad y precio de los
productos han causado gran impacto entre los aseguradores, que actualmente luchan por
segmentos de mercado altamente competitivos y lanzan multitud de productos disefiados para
segmentos muy especificos y por consiguiente de menor tamafio, tarificando sus productos
cada vez mas cercanos a las primas netas y en ocasiones aun por debajo de ellas.

Paraddjicamente, a nivel internacional, la necesidad de un control dptimo de los riesgos esta
acompafado de un deterioro progresivo en las bases de datos. Con la disolucion de los grandes
asociaciones de empresas de seguros y la suspension de las oficinas conjuntas para la
recopilacién de estadisticas, la ventaja de los negocios a gran escala empieza a disminuir®. Los
recientes casos de insolvencia, en ocasiones dificiles de detectar por la existencia de fusiones,
no son una coincidencia. Ante esta situacion, el analisis de la solvencia origina nuevos retos
para la profesidon actuarial, mucho mayores que la valuacién de pasivos contingentes y que
requieren de mayores aptitudes distintas a las tradicionales. Baste mencionar el caso del
calculo actuarial de vida, que durante décadas parecia contener un cuerpo perfectamente
estructurado. Sin embargo, no se trataba de perfeccion de la técnica actuarial, sino de una
situacion ideal para las companias de seguros en las cuales la existencia de primas uniformes
en el mercado y grandes recargos de seguridad generaban excelentes resultados. La
consecuencia fue un estancamiento de la matematica actuarial de vida que hoy en dia muestra
sus deficiencias ante la creciente competencia y origina grandes discusiones sobre la evaluacion
de riesgos de diferentes tipos junto con la correcta asignacion de margenes de solvencia.

Este documento busca en primer lugar, exponer la teoria actuarial de solvencia de una forma
atil para las comunidades actuarial y econdmico-financiera, en los medios tanto académicos
como empresariales, fomentando la convergencia en el tratamiento de este concepto
fundamental para la correcta operacion del seguro. Con esta exposicion el lector se encontrara
en capacidad para analizar individualmente cada modelo-criterio de solvencia, juzgar sus
virtudes y defectos, obteniéndose una base sdlida y consistente para estudios posteriores que
armonicen los intereses de todos los participantes en el Mercado Asegurador.

El continuo incremento de las interrelaciones econdémicas, politicas, sociales y culturales a nivel
internacional, proceso que hoy denominamos Globalizacién, ha tenido una clara influencia en
las instituciones financieras de nuestro pais. Las autoridades reguladoras del sector asegurador,
encargadas del sano desarrollo de la industria en beneficio de la sociedad, enfrentan con mayor
intensidad el reto de armonizar la regulacion con la capacidad de acciéon de las aseguradoras,
su eficiencia y crecimiento, asi como garantizar la viabilidad financiera dentro de ciertos
parametros de riesgo. Por este motivo la exposicion estd orientada especialmente al monitoreo
y control de la solvencia de las aseguradoras, mostrando la forma en que la teoria actuarial, en
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conjuncion con el analisis financiero, se convierte en una herramienta clave para la
desrregulacion efectiva en el medio.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

"The most that can in reality be said of a life office
is that it will meet the commitments it has
currently or prospectively incurred, subject to a
range of assumptions and even then only with a
degree of probability”

Limb, A.P. Desiderata for solvency, Transactions of
the 22nd International Congress of Actuaries, 1984.

Es imposible garantizar la solvencia de una empresa de seguros con absoluta certeza.
¢Debemos considerar Unicamente los negocios en curso o también las podlizas a emitirse en el
futuro? éQué horizonte debe abarcar? ¢Qué hipdtesis y modelos estan justificados? éQué
riesgos deben considerarse? Finalmente, écual es una probabilidad aceptable de insolvencia?
Estos son elementos que debemos tomar en cuenta si deseamos definir el concepto de
solvencia de una forma util tanto para la investigacién como para la eficaz aplicacion de los
resultados.

Definicion

“Una empresa de seguros es solvente si posee suficientes activos para hacer frente a sus
pasivos.”

Evidentemente esta definicion es aplicable a cualquier tipo de negocio. Sin embargo las
empresas de seguros adquieren expresamente variabilidad (riesgo). Los pasivos del negocio de
seguro nunca son perfectamente conocidos y se pueden extender a muchos afios en el futuro.
Continuamente se aceptan nuevos negocios, lo que ocasiona el tratamiento de riesgos
heterogéneos y fluctuantes en el tiempo. Por esta razén la solvencia de una aseguradora es un
concepto probabilistico y depende de la forma en que el futuro de dicho asegurador es
percibido.

Muchas entidades econdémicas tienen interés en este concepto. Para los asegurados, el
cumplimiento de los términos establecidos en la pdliza es la consideracion principal y en
aquellas pdlizas con participacion en las utilidades existe el interés adicional sobre la
adecuacion de los dividendos con las expectativas de los asegurados.

Los accionistas de las empresas de seguro buscan maximizar el valor de sus acciones,
incluyendo el cumplimiento de sus expectativas relacionadas al pago de dividendos®. Con esta
intencidn el asegurador debe operar al minimo nivel de solvencia posible, pues esto incrementa
la tasa de retorno de la inversion. Las expectativas de empleo y salariales de los empleados de
la compaiiia y de sus administradores igualmente estan altamente relacionadas.

Los reaseguradores de un asegurador insolvente muestran problemas particulares: Dificultad

2 En realidad estos elementos estdn més relacionados con la rentabilidad que con la solvencia, pero claramente una
situacion de insolvencia afectara tanto el pago de dividendos como el valor de la accién.

COMISION NACIONAL DE
SEGURDS Y FIANZAS

www.cnsf.gob.mx




en el cobro de las primas de reaseguro, cambios en la administracion de

la aseguradora, responsabilidad en el pago de siniestros y tal vez la necesidad de acciones
coordinadas entre varios reaseguradores.

El efecto en otras empresas de seguros es de gran importancia: En caso de que un asegurador
cobre primas inadecuadas, captando asegurados con esta tactica, al resultar insolvente su
cartera tendra que ser redistribuida entre el resto del Mercado y tanto los accionistas como los
asegurados demandaran una mayor garantia de solvencia entre los restantes aseguradores. En
algunos paises, en caso de que la insolvencia afectara a un gran ndimero de pdlizas o
reclamaciones, un fondo de garantia pudiera entrar en operacién, con el cual los aseguradores
cubririan parte de las obligaciones incumplidas, afectando también la solvencia de todo el
sector.

Ya hemos sefalado que las Autoridades Reguladoras, en México la Secretaria de Hacienda y
Crédito Publico y la Comision Nacional de Seguros y Fianzas, estan particularmente interesadas
en el papel que juega el Mercado Asegurador en el desarrollo de la Economia de los paises.
Como garantia de la estabilidad de este sistema, estan encargadas de implementar los
controles adecuados para prevenir insolvencias. Pero estabilidad significa mantener el delicado
balance entre seguridad para los participantes y margenes de rentabilidad aceptables para los
inversionistas en la industria.

Sobre la construccion de modelos de solvencia

El proceso de seguro y con él la solvencia, dependen de muchos factores y circunstancias.
Algunos de ellos son enddégenos, como el tamafio y composicidon del portafolio de pdlizas, la
seleccidn de riesgos, tarificacion, valuacion de reservas, reaseguro, inversiones, ventas... Otros
son exdégenos, como las fluctuaciones del mercado asegurador y financiero, inflacidn,
reglamentaciones, cambios estructurales y normativos en la sociedad y en el medio
internacional, el grado de actividad en la economia nacional, etc.

Con la finalidad de comprender y controlar este proceso, se debe construir un modelo del que
podamos asumir que genera las variables observadas. En esta elaboracion deben emplearse las
tecnologias e informacion previos. Por ejemplo, las herramientas de la Teoria de Riesgo sobre
el modelamiento de las reclamaciones y los modelos econdémicos y financieros. Ciertos
procedimientos como el célculo de tarifas y valuacién de reservas, pueden aplicarse sin
necesidad de modelos de cardcter general, sino tal y como son utilizados cotidianamente. De
hecho, todos estos calculos involucran (ya sea que se reconozca o no) hipotesis de los eventos
subyacentes, como cierta estabilidad en series de tiempo, en algunos cocientes, la ley de
grandes numeros, etc. En este sentido, toda toma de decisiones siempre se realiza con base en
un modelo.

Incertidumbre en los modelos

En todo modelo, deterministico o probabilistico existen fuentes de incertidumbre. En particular,
para modelos de solvencia se debe reconocer el efecto conjunto de las siguientes®:

3 Pentikainen (1989)
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a) El modelo elegido puede no coincidir plenamente con la informacidon del mundo real,
simplemente por que desconocemos la realidad y debemos conformarnos con los supuestos
del modelo.

b) La estimacion de los parametros esta sujeta a los errores estadisticos provenientes de la
fluctuacidn aleatoria presente en las observaciones.

c) Finalmente los errores estocasticos, originados en la fluctuacion aleatoria y cambios
impredecibles que afectan los resultados reales contra los proyectados.

Solvencia Estatica y Solvencia Dinamica

Aquellos modelos/criterios de solvencia que consideran la continuidad del negocio de seguro se
denominan de solvencia dindmica®, por el contrario, aquellos que consideran la situacion
financiera del asegurador sin considerar el surgimiento de nuevos negocios se denominan de
solvencia estatica.

AUn si los nuevos negocios no aportaran utilidad o pérdida a la empresa, existiran diferencias
entre los dos criterios, pues la solvencia estatica considera que el portafolio de inversiones sera
liguidado, lo cual no serd necesariamente verdadero para los modelos de solvencia dinamica.
Un ejemplo de criterios de solvencia dindmica es el Estudio Finlandés de Solvencia, en tanto los
estudios de los equipos de trabajo britanicos son generalmente de solvencia estatica.

Los dos criterios tienen ventajas: En el caso de los de solvencia estdtica, uno puede
argumentar que las aseguradoras no deberian vender mas polizas a menos de que prueben su
solvencia sobre los negocios existentes, con la finalidad de evitar que dicha empresa compense
los déficits de una linea de negocios con otra mas rentable. En el caso de los dinamicos, hay
que recordar que las autoridades recopilaran informacion, la analizaran y tomaran decisiones
tiempo después, cuando una buena parte del afio ya habra transcurrido. Asi que desde el punto
de vista de las autoridades reguladoras, los dos métodos son aplicables; en tanto que los
administradores de las empresas utilizardan el de solvencia dindmica, por coincidir con las
hipotesis basicas de la Administracion.

Los riesgos a considerar
Sobre este tema existen amplias divisiones entre los criterios:

Algunos métodos Unicamente consideran los riesgos de los pasivos (criterio tradicional en la
practica actuarial), en particular la fluctuacién a causa de las reclamaciones. Esto parece
razonable, pues las empresas que no operan en el negocio de seguros no tienen un margen de
solvencia obligatorio, y el Unico riesgo que distingue a las aseguradoras de otras empresas es
precisamente el de las reclamaciones.

Por otro lado, hay métodos que aplican mayor énfasis sobre los riesgos de los activos. Por
ejemplo, el método de Campagne para seguros de vida considera que el riesgo de las
inversiones es el de mayor importancia en este ramo.

* En inglés going concern
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Hoy en dia los esfuerzos de la comunidad actuarial se concentran en modelos que tratan por
igual a los dos tipos de riesgo, para tratarlos de forma armonica.

La probabilidad de insolvencia

Con base en lo anterior, se sugiere la existencia de una medida sobre la factibilidad de la
solvencia (o insolvencia) sobre todos los modelos considerados, aunque por supuesto no seran
directamente comparables, por ejemplo Beard et al (1984) en el capitulo 3 da tres ejemplos
tipicos: una probabilidad de insolvencia de 0.0001 en un afo, o 0.001 sobre 10 afios, o 0.01
durante un periodo infinito en el tiempo.

Mas aun, el problema de establecer una probabilidad de insolvencia “aceptable” siempre tendra
una solucién subjetiva. Por ejemplo 0.01 en un ano, significa en términos frecuentistas que una
de cada diez empresas resultaria insolvente en un afio, lo cual puede ser inaceptable.

En realidad, las aseguradoras operan en un medio dinamico y se adaptan mediante la toma de
decisiones de sus administradores, lo cual afecta la solvencia de la empresa. Al establecer un
margen de solvencia realmente se estad haciendo la hipotesis de que la solvencia depende
Unicamente de esta decision, lo cual parece poco factible y tanto la autoridad como el
administrador deben estar conscientes de esto.

Sin embargo, los modelos matematicos de la solvencia son extremadamente Utiles, pues:
a) Permiten un sistema de alerta oportuno;

b) Identifican los factores de riesgo y permiten el conocimiento detallado de su influencia
en la solidez financiera del asegurador;

C) Dan una mayor comprension de la forma en que los flujos de efectivo son “procesados”

por la empresa;

d) Permiten la comparacion entre empresas de seguros de la forma mas objetiva posible.

Precisamente por este ultimo punto resulta indispensable que los criterios de solvencia se
apliquen de una forma estandar y uniforme para las empresas, de otro modo la informacion
hacia los accionistas y administradores estaria distorsionada y la toma de decisiones por parte
de las autoridades resultaria en criterios no equitativos.

El Problema de Solvencia desde la perspectiva de la Teoria de Riesgo:

Desde el primer trabajo de Filip Lundberg en 1903, origen de esta rama de la ciencia actuarial
conocida como Teoria de Riesgo, se ha mostrado su capacidad para modelar y controlar el
grado de fluctuacion en los resultados propio del negocio asegurador.

En contraste con este enfoque, los modelos contables, por ejemplo, no reconocen
correctamente ni el tiempo en el que se ejercen las obligaciones, ni el grado de variabilidad
implicito o la naturaleza de los riesgos cubiertos. Por esta razén la calificaciéon que se otorga a
las empresas de acuerdo con estos estdndares contables y financieros si proporciona
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informacién sobre el grado de solidez de la institucién, pero ésta solamente cobra sentido al
referirla al nivel de riesgo captado por la empresa. En consecuencia, esta calificacion es
relevante para los accionistas, que pueden realizar la diversificacion del riesgo de manera
autonoma y basarse en los rendimientos esperados para su toma de decisiones, tal y como
indica la teoria financiera de Administracion de Portafolios, dejando a las autoridades
reguladoras y al administrador de la empresa de seguros en un nivel de incertidumbre que
dificulta la toma de decisiones efectivas sobre el negocio.

Pero tampoco el calculo actuarial tradicional logra este efecto, pues los modelos utilizados son
esencialmente estaticos. El problema central en esta disciplina es obtener el “valor presente
actuarial” de las obligaciones contingentes de las aseguradoras y de los ingresos futuros de la
aseguradora. Dicho valor presente es en esencia un valor esperado o promedio calculado con
base en ciertas hipdtesis actuariales igualmente estaticas: Las primas Unicas, primas niveladas
y sistemas de reserva muestran el comportamiento “promedio” del negocio e ignoran el grado
de fluctuacion tanto por adecuacion de las hipétesis como por la incertidumbre del negocio en
si.

El desarrollo de la Teoria de Riesgo y su aplicacion ha modificado notablemente la perspectiva
de la practica actuarial, originando modelos y técnicas que permiten complementar al céalculo
actuarial tradicional mediante el reconocimiento pleno de los fendmenos aleatorios. Los nuevos
textos sobre matematicas actuariales, como Bowers et al (1986) y Gerber (1995) reorganizan
el acervo de conocimientos de la profesidon actuarial y permiten un tratamiento 6ptimo de estos
problemas, en particular, la solvencia de las empresas de seguros. De aqui en adelante, la
exposicion utilizara este enfoque y mostrara su aplicabilidad.

El Modelo Basico

La evolucion econdémica de un asegurador puede modelarse de acuerdo con la siguiente
ecuacion al momento t:

P(t) +I(t) = S(t) +G(t) +D (t) + AR(t) (1.1)

Donde: P(t) son las primas pagadas;
I(t) los ingresos netos producto de las inversiones;
5S(t) los siniestros agregados;
G(t) gastos;
D(t) dividendos
AR(t) = R(t-1) el incremento (decremento) del margen de solvencia R(t)

Esta ultima expresion se puede interpretar como la diferencia entre activos y pasivos:
R(t)= A-L (1.2)

Las expresiones (1.1) y (1.2) resumen la informacion de los estados financieros que las
empresas de seguros deben reportar a las autoridades reguladoras y que en México son
publicadas por la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas. Ademas constituyen la base para la
construccién de modelos integrales.

Uno de los principales puntos a analizar es si los activos deben valuarse a precios de Mercado,
valor en libros o a aquellos valores a los que, con cierta probabilidad, podran liquidarse en
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caso de ser necesario. Evidentemente los pasivos deben ser valuados de acuerdo con la
practica actuarial estandar, incluyendo asimismo margenes de seguridad como lo
reconoceremos en su momento.

Sustituyendo R(t) por R(t)—R(t-1) y dividiendo (1.1) entre P(t) podemos reexpresar nuestro
modelo en términos porcentuales:

r(t) =rigp r(t-1)+1+iw(t) —s(t) —g(t)-d(t) (1.3)

Donde las expresiones en minudsculas representan los términos anteriormente sefalados ahora
expresados en proporcién de las primas pagadas. Ademas:

(1 + i)

[ S 1.4

9 = {e)/ Pt - 1) (1.4)

es el factor de interés generalizado que sigue la convencidén usual de textos como Beard et al
(1984) y expresa el efecto conjunto entre el interés de las inversiones, la inflacion y la tasa real.

Finalmente, el producto de las inversiones I(t) proviene de las reservas técnicas W(t) y del
margen de solvencia.

En los siguientes capitulos se analizardn aquellos elementos del modelo importantes desde el
punto de vista actuarial, para finalmente reunirlos en una herramienta objetiva y consistente
para el seguimiento del riesgo de insolvencia.
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Capitulo 2

Siniestros agregados
Para representar el flujo de reclamaciones que genera un portafolio (colectivo) de pdlizas en un

periodo determinado existen dos enfoques, que en la teoria actuarial se denominan Modelo
Individual y Modelo Colectivo, los cuales se expondran a continuacion.

1 Modelo Individual de Riesgo
Sean las variables aleatorias X1,X; ,...Xn, los montos reclamados por cada una de las n pdélizas

del portafolio en consideracién. De tal forma que X; representa el monto reclamado por la
i-ésima pdliza del portafolio. Cada una de estas variables esta definida como:

_ |B con probabilidad de q
~ |0 con probabilidad de (1-g)

Donde B es a su vez la variable aleatoria del monto generado por la i-ésima pdliza, dado que
efectivamente se presentd la reclamacion (lo cual ocurre con probabilidad g).

Al monto total reclamado proveniente de este conjunto de pdlizas se denota por:
S= X1 +X2 +... + Xn (21)
Esta es la variable aleatoria de los siniestros agregados.

Asumiendo independencia entre las variables X;, X3, ... X , la distribucién de los siniestros
agregados es, en términos de convoluciones®:

F(S):FX1 *FX2 *"'*FXn(S)
Si ademas los montos de las reclamaciones son idénticamente distribuidos:
Fy(s) = Fx"(s)

Donde el lado derecho denota la n-ésima convolucidon de la distribuciéon de montos.

El lector podra observar cdmo el Modelo Individual representa perfectamente a los seguros de
vida. La diferencia con las matematicas actuariales tradicionales estriba en que el Modelo
Individual no traduce las fluctuaciones por valores constantes, llamados valores presentes
actuariales, sino que reconoce la incertidumbre propia del negocio de seguro y permite modelar
la solvencia del sistema. En otras palabras, el calculo actuarial tradicional es insuficiente para
analizar el problema de solvencia y es la Teoria de Riesgo el instrumento apropiado para
complementarlo.

® Bowers et al (1986), Cap 2.
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2. Modelo Colectivo de Riesgo

Bajo este enfoque la estructura de pdélizas individuales es ignorada y el portafolio es
considerado como un todo. De este modo, Unicamente se requiere modelar el nimero y el
monto de las reclamaciones para construir los siniestros agregados:
S=X;+ Xo+...+ X, (2.2)
Donde ahora cada X; representa el monto de la i-ésima reclamacién en orden cronoldgico y N el
numero total de siniestros del periodo en consideracion. Esta variable aleatoria toma valores en
0,1,2,... y denotaremos su funcién de probabilidad como fy(n). Todas las variables aleatorias
de este modelo son mutuamente independientes.
Mediante la ley de probabilidades totales se encuentra la distribucién de los siniestros
agregados:
riS < s} =Z r(N = n)PriX; + Xy +...+ X, < SN = n|
ZfN (2.3)

A este tipo de distribuciones se les denomina distribuciones compuestas, y su analisis,
intensivo en el medio actuarial, puede encontrarse en textos como Beard et al (1984) y Seal
(1969).
Sus principales momentos son:

E[s] = EIVE[X]

Var(S] = Var[NJE[X]?* + E[NVar|X]
y la funcidon generadora de momentos:

Mg(t) = My(In My (t)) (2.4)
El siguiente paso es mostrar qué distribuciones para N son aplicables para modelar el nimero
de reclamaciones. La Teoria de Riesgo reconoce fundamentalmente tres modelos:
2.1 Distribucion Binomial:
Considérese el modelo Individual de riesgo S=X;+ X>+...+ X, (con n constante) y reexprésese
la suma, colocando al principio las r pdlizas que presentaron reclamacién (con montos B;,B,, ...
B;) y dejando al final las n —r podlizas que generaron ninguna reclamacion:

S=Y;+Yo+...+Y, 40, 1+0,2+... 40,

Obviamente O;.;+0,;,+...4+0, =0 asi que obtenemos la suma aleatoria:
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S=Yi+Yo+...+Y,

Donde la variable aleatoria r tiene distribuciéon binomial con parametros n y g. Por consiguiente
la distribucién de esta suma aleatoria es:

F6)- (e -ar R (2.5)

k=0

Con lo cual se llega a una conclusion fundamental: El Modelo Individual de riesgo es un caso
particular del Modelo Colectivo, en el cual la distribucion de siniestros agregados es Binomial
Compuesta y cada podliza puede realizar a lo mas una reclamacién. Las implicaciones de esto
son vastas para el tratamiento de los seguros de vida: podemos modelar cualquier portafolio
de polizas de seguros de vida mediante el Modelo Colectivo de Riesgo, del cual se extrae la
herramienta necesaria para analizar la solvencia de la empresa frente a dicho portafolio.

2.2 Distribucion Poisson

Esta distribucion es utilizada cuando el nUmero de reclamaciones satisface las siguientes tres
condiciones:

a) Independencia de incrementos: Los eventos que ocurren en intervalos disjuntos de
tiempo son independientes.

b) Estacionariedad de incrementos: El nimero de eventos en un intervalo de tiempo
dependen Unicamente de la longitud de dicho intervalo.

C) Exclusiéon de eventos multiples: La probabilidad de que en un mismo instante en el
tiempo ocurran dos o mas eventos y la probabilidad de que en un intervalo finito
ocurran un numero infinito de eventos es cero.

En el apéndice A se muestra que dadas estas tres condiciones la distribucién del nimero de
siniestros es Poisson de parametro A. La distribucion de siniestros agregados sera Poisson
Compuesta:

Fls)= S e 2 Fin(s) (2.6)

El valor de A representa el nUmero promedio de siniestros que ocurren durante el periodo en
consideracion, en otras palabras es la tasa a la cual ocurren los siniestros referida al intervalo
de tiempo bajo analisis.

En caso de que dicha tasa varie durante el afo en forma deterministica, se puede modelar
como una funcién del tiempo, A(t), que nos indica la tasa instantdnea a la cual ocurren las
reclamaciones. Facilmente se puede obtener la tasa del periodo mediante la siguiente integral:
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donde [t,t,] es el intervalo de interés.

Esta situacidon se presenta cuando el negocio de seguro depende de los ciclos econdémicos,
variables macroecondmicas, nimero de asegurados o estados de la naturaleza que afecten la
siniestralidad. En estos casos se puede encontrar el patrén que obedece la siniestralidad en
funcién del tiempo mediante procedimientos estadisticos (regresién, series de tiempo,...), 0
mediante modelos provenientes de ciencias auxiliares a la actuarial, como la economia,
geologia, meteorologia, etc.

Figura 2.1
Comportamiento deterministico de la tasa de ocurrencia de las reclamaciones.

4
35+
31

2.5 -

A(t) 2]
1.5 +

04—t
tiempo

2.3 Aditividad de variables Poisson Compuestas

Una de las propiedades que se pueden deducir de esta distribucién es la aditividad: La suma de
variables Poisson independientes es también Poisson, con parametro igual a la suma de los
parametros de cada sumando.

Para ilustrar esta situacion, considérese un portafolio de pdlizas de seguro de vida, en el que la
probabilidad de muerte para cada individuo sea gi , entonces el nimero esperado de siniestros
en el afo sera:

1=, (2.8)

Esta propiedad es heredada por las variables Poisson Compuestas y permite agregar portafolios
de pdlizas a nuestro modelo y manejar el detalle necesario sobre la composicién de los
productos de seguro que opera la empresa de seguros:
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Sean S;, S,,..., S, variables Poisson Compuestas independientes, cada una de intensidad A,
distribucion de montos Fj(x) con generadora de momentos M(t), i =1,2.., m. La funcidn
generadora de momentos de la suma de estas variables es:

E[et(sl+sz+...+sm)] _ lﬂ[E[etS’ ] _ ﬁeA,(M,(t)—l) _ ol (o)1)
i=1 =1

m
y haciendo 1 = 2/1,- la expresion anterior toma la forma:

i=1
exp{l[

y esta es la funcién generadora de momentos de una variable Poisson compuesta con

s

() - 1}} (2.9)

m
intensidad A = 2/1,- y distribuciéon de montos:
i=1

)= > A6)

i=1

En otras palabras, se pueden agrupar riesgos heterogéneos (siempre Poisson Compuestos) y
formar un portafolio que serd también Poisson Compuesto, donde el nimero esperado de
siniestros es la suma de las intensidades individuales y la distribucién del monto sera la suma
ponderada de las distribuciones individuales. En caso de que se desee modelar un portafolio
cuya siniestralidad varie durante multiples intervalos en el periodo de observacion, también se
puede utilizar esta propiedad para obtener la distribucidon de siniestros durante todo el periodo
de observacion.

2.4 Distribucion Poisson como limite de la distribucion binomial

Un resultado conocido en teoria de probabilidad es la obtencién de la distribucidon Poisson como
limite de la distribucién binomial:

m-—w
mg—A

m _ n
lim ( Jq”(l—q)m n_ —“L,n =0,1,2,... (2.11)

n n!
Esto implica que no sélo el Modelo Individual es un caso particular del Colectivo, sino que
ademas, para un numero suficientemente grande de podlizas o una probabilidad pequefia de
ocurrir un siniestro, la distribuciéon Poisson se ajusta muy bien al modelo original.

En la siguiente figura se ilustra el desempeno de la aproximacion Poisson para variables
aleatorias binomiales, donde la probabilidad de que ocurra una reclamacion es 0.01 y el
numero de podlizas es de 20, 50, 100 y 200 respectivamente.
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Figura 2.2
Aproximacion Poisson para una variable Binomial

Prohahilidad

Poi2)
B(200,0.01)
Pa(1)
B(100,0.01)

Pa(0.5)
B(50,0.01)

Fa(l.2)

B(20,0.01)

2.5 Variable estructural y Distribucidon Binomial Negativa

En ocasiones el comportamiento de la intensidad A de la variable Poisson no puede precisarse
como una constante o como una funcion deterministica del tiempo. Esto puede ocurrir por tres

razones:

a) El portafolio es heterogéneo, es decir, estd formado por riesgos de diferente naturaleza y

por tanto, con diferente frecuencia.

b) Existe contaminacion positiva en el modelo. Esto quiere decir que el hecho de que se

presente una reclamacion pueda ser evidencia de que otras ocurriran.

c) Fluctuaciones aleatorias de corto plazo en la intensidad.

Cuando se tiene evidencia de cualquiera de estas situaciones, el modelo Poisson puede ser
modificado, haciendo que la intensidad del proceso sea a su vez una variable aleatoria (variable
estructural) que al tomar valores conserve la distribucidon original Poisson. Es decir, A serd

ahora una variable aleatoria que denotaremos por A tal que

Pr(N = nA = 2)

=€

Yz

n!’

n=01,2... (2.12)

y la distribucidon no condicional se obtiene mediante la ley de probabilidades totales:

Pr[N = n]= Te
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Ademas E[N] =EE [N|A] =E[A] por lo que se puede ajustar una distribucidén a la intensidad y
conservar el significado de “tasa promedio de ocurrencia de las reclamaciones”.

En el caso particular en que f;(A) sea la distribucién gamma de parametros ay S, la distribucién
no condicional es:

_ _w—aﬁ _w—zﬂ LY ai-pm
Pr[N_n]_je n!fA(/l)d/l__Le T e da

—00

o0

_ P J‘efl(ﬂfl)ﬂaurn—ldl _ p* T(a+n)
F(a)n! 0 [‘(a)n_l (ﬂ"‘ 1)a+n (214)

(7 G

=(a+n_1Jp“(1—p)”
n

Por tanto, la distribucién del niamero de siniestros es Binomial Negativa con parametros ay
p= A .
pg+1

Este resultado permite modelar ocurrencias de reclamaciones que el modelo Poisson no
ajustaria correctamente, como lo ilustra la siguiente figura:

Figura 2.3
Simulacién de siniestros con distribucion Binomial Negativa

20

LR -

Y -

14l

ol Tasa mensual de ocumsncia -_— -

10 +

gl

61 A S

4 i —

-1

BRI GO IR IIEE T T 3 S e
a 1 2 3 4 5 =] T g g 10 1 12

tiempo

En la figura 2.3, la intensidad mensual del proceso es una variable aleatoria Gamma con media
10 y varianza 100.

COMISION NACIONAL DE

SEGUROS Y FIANZAS www.cnsf.gob.mx




Figura 2.4
Distribucion de densidad del ejemplo anterior

0.1

0.08 +
0.06 +
0.04

0.02 +

Se pueden apreciar meses en los cuales la intensidad es muy pequefia, pero también otros
donde es mucho mayor. Por esta razon la distribucién binomial negativa permite modelar
reclamaciones originadas por epidemias, terremotos, huracanes y otros fendmenos donde
existe un “contagio positivo” entre las reclamaciones.

2.6 La distribucién Poisson como limite de la distribucidon Binomial Negativa

La distribucion Poisson también resulta ser el limite de la Binomial Negativa, en el caso en que
a -»=, p -1 de tal forma que o(1—p)=A, lo cual se verifica a partir de su funcién generadora de

momentos:
(1 _ ﬂj (1 _ ﬁj
@ = « (2.15)

My (t) = P =
n(t) (1—(1—P)etj 1_{1_(1—’1Het (1—’1etja

a a

que cuando a-«» resulta:

My (t) = ee‘:t = exp{/l(et - 1)}

y esta es la funcién generadora de momentos de la distribucidon Poisson.

En otras palabras, cuando el nimero esperado de siniestros que siguen una distribuciéon
binomial negativa es alto y al mismo tiempo su varianza es muy similar a este numero
esperado®, podremos modelar con precisién la ocurrencia de estos siniestros mediante la
distribucién Poisson.

6 Obsérvense la media y la varianza en el cuadro resumen, al final de la seccidn.
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Por esta razén, una regla para determinar la distribucidon del nUmero de siniestros, observando
datos histéricos, consiste en revisar la relacién entre la media y la varianza muestrales: si la
media y la varianza son “razonablemente” iguales, se podra ajustar una Poisson y si la
varianzaes mayor, una Binomial Negativa. Pero en el caso limite, tanto la Binomial como la
Binomial Negativa, podran ser ajustadas mediante la Poisson.

2.7 Resumen de las principales distribuciones para el nimero de siniestros:

Nombre Pr[N=n] Pardmetros | Media | Varianza | Generadora de Forma de
Momentos identificarla
Poisson an .
. 1>0 A A olet-1) E[N]=V[N]
n
Binomial
my ., . | 9el01] t
n a p p=1-g mq mpqg (p+qe yﬂ E[N]>V[N]
meN
Binomial n_1 a>0 o
i a+n- o
Negativa ( Jpaq” pe(0,1] «q —CZI p - E[N]<V[N]
n g=1-p P P 1-qge

3.1 Observaciones sobre la distribucion de los montos de las reclamaciones

a) Sobre las distribuciones aplicables

Como se ha expuesto en la seccién anterior, el nUmero de siniestros o reclamaciones en un
periodo concreto (por ejemplo un afo), puede ser modelado con una de las tres distribuciones
arriba descritas sin pérdida de generalidad.

Sin embargo, el segundo elemento del Modelo Colectivo, el monto de las reclamaciones
individuales, no es caracterizable mediante un nimero reducido de distribuciones. Por esta
razéon no es posible exponer en detalle todos los modelos aplicables, aunque una discusién
sobre las distribuciones mas utilizadas en la practica actuarial se encuentra en Beard et al
(1984).

Un punto definitivamente relevante sobre la distribucién de montos, es su comportamiento
ante la operacion de convolucion, ya que el calculo de la distribucion de siniestros agregados:

o N

® n
A

Fo(s)=Y e* 2 F(s) 2.17)
n!
n=0
requiere de esta operacion en forma intensiva. Por esta razdn es conveniente utilizar
distribuciones continuas faciles de convolucionar (exponencial, gamma, normal, ...) o
distribuciones discretas para realizar el calculo numéricamente. De cualquier modo, la
obtencion de probabilidades mediante (2.17) es una labor muy costosa (tanto analitica como
computacionalmente) y resulta indispensable contar con métodos de aproximacién eficaces.
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b) Siniestros ocurridos y no reportados. Siniestros ocurridos y no
completamente reportados o indemnizados

Sea
I, =S(t+1)-5(t) (2.18)

el monto de los siniestros pagados durante el intervalo (t, t+1] y sea I(v) el estimado de
(2.18) realizado al tiempo v.

El efecto tanto de los siniestros ocurridos en periodos anteriores y que no han sido
indemnizados es de suma importancia: solamente podemos obtener una estimacion de la
solvencia del asegurador y dichos estimados dependeran del valor de Ii(s).

De esta forma, los siniestros agregados que realmente afectan la solvencia en el intervalo
(t, t+1] toman la forma:

Se =it + D+ Y [t + - fu(t) (2.19)
j=1
= siniestros estimados que ocurrieron el afio anterior + cualquier incremento en los costos
estimados por siniestros que ocurrieron en los afios anteriores.
O también
Se =T+ et + D=L+ S [ st + ) - fey0)] (2.20)
j=1

En resumen, el impacto de las reclamaciones sobre el resultado financiero de una asegurador
en un periodo determinado consiste de:

1) El monto de las reclamaciones pagadas hasta el momento en ese periodo.

2) El error involucrado en la estimacién de este monto al final del periodo.

3) Cualquier correccion en las estimaciones de siniestros que ocurrieron en periodos anteriores.
De ahi la importancia que reviste la estimacion de siniestros ocurridos y no reportados, que

recientemente ha sido formalmente implementada por la Comisién Nacional de Seguros y
Fianzas en nuestro pais.
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3.2 Resumen de las propiedades de las distribuciones compuestas

Distribucion Fs (S) Generadora | Media Varianza Sesgo
compuesta de
Momentos ]( )
General 2 E[N p, — p?
PN = nF"(s My(in M, (t) | E[N]p1 2 T Els - (E)
S =nkrs) | malnmo) | Elr | LR [s- )
Poisson & L.
>’ ke x"(s) e Mx(6)-1] p1 Ap2 P3
n=0
Binomial m m mq(2q? - p3 -
qnpm—nl_— n(s) M. (£ M m 2 1
;}[nj [+ gMy (t)] ap: alap? - p,) 3.9, + pa)
Binomial 3aq?
Negativa w 2,2 “dbs + 2 2p1p2 *
Z(n +oa - 1] > nF*n(S) |: p :| adpy agp, + ad® p; p p
S\ n 1-gMx(t)] | P p P | 209°p}
3
p

En este cuadro y en el resto de la exposicion se utiliza la convencién rotacional p; =E [X'] , para
denotar los momentos alrededor del origen de la distribucion de los montos reclamados.

3.3 Aproximaciones a la distribucion de siniestros agregados

Una de las principales metas de la Teoria de Riesgo es la obtencidon de aproximaciones Utiles,
que logren un balance entre precision y sencillez, sobre todo al combinar portafolios de riesgos
diferentes para analizar las obligaciones contingentes de la empresa, operacion que
generalmente vuelve impracticos los métodos de calculo directos o recursivos. Este trabajo
estd orientado al modelamiento y control de la solvencia, por lo cual conocer las ventajas,
desventajas y calidad de las aproximaciones resulta esencial.

En caso de que el nimero promedio de siniestros sea grande, la distribucién de siniestros
puede ser aproximada mediante:

e o{ )

donde ® es la distribucion normal estandar.

(2.21)

Por ejemplo, en el caso de la Poisson compuesta, cuando A-w:

Y en el caso Binomial Negativo compuesto, cuando a-«:

(2.22)
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aq
S—-—P;
F.(s)~ o P (2.23)

2
aq agq” 2
. ?Pz +05p72P1

Para ilustrar la convergencia de esta férmula, mostraremos la convergencia de la
funcion generadora de momentos en el caso Poisson compuesto:

S —Ap;

P2
S—-Ap S APy
M,(t)= El{exp Lt|t=Elexp t - t
z { [ \AP2 APz APz (2.24)
t AP;
Mg| —— |exp| - t
sz} L 2P J
Aplicando la férmula (2.4) esto ultimo es:

Mz(t)zexp{ﬂ{MX[\/;EJ—ll—j%} (2.25)

Pero la definicion de la generadora de momentos es

Témese la variable estandarizada Z = . Su funcién generadora de momentos es:

2
My (t)=1 +p1—1lt + % por lo que resulta:

2
Mz(t):exp{/1[1+ (2 ER S +____1]_/1P1t

. Ap,  21./Ap, Jipz} (2.26)

1> 11 p; .3
exps—=t e — t
p{z +6\/zp§/2 +

t2
y cuando A-«», My(t) se aproxima ae? que es la funcidon generadora de momentos de la
distribucion normal estandar.

Esta aproximacién, basada en el teorema central del limite, es cldsica en la teoria de
probabilidades y también en la Teoria de Riesgo. La distribucidn normal simplifica
enormemente los calculos y permite tener una amplia perspectiva de fenomenos con muchas
variables, traduciéndolos a férmulas que no se podrian obtener mediante otras técnicas ni con
la misma facilidad.

Sin embargo, la precision de esta aproximacién es deficiente, debido a que la distribuciéon de
los montos individuales es generalmente sesgada, ocasionando que Fs tenga una cola pesada a
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la derecha. La curva normal subestimara la probabilidad de que los siniestros agregados sean
elevados, aunque para algunos propédsitos resulta recomendable, como en el caso de
portafolios con riesgos reasegurados, donde el sesgo es menor.

Aproximacion Edgeworth

La aproximacién normal es Unicamente un caso especial de un resultado asintético mas general,
la llamada expansion en series de Edgeworth y que se puede consultar en Feller (1971):

F.(s) ~ ofs)- é 3)(s)+ % 7,0@(s)+ 712 P2ol)s)+ R (2.27)

donde ®" es la i-ésima derivada la funcién normal, y el sesgo y 7 la kurtosis de la distribucién
de S. El error de aproximacién con los términos presentados es tal que R = 0(1*3/2)

Sin embargo esta serie es divergente: si incrementamos el niumero de términos en la serie, el
error de esta expansion crece sin cota. Mas aln, escogiendo un nimero de términos apropiado,
la aproximacion sera satisfactoria Unicamente alrededor de la media de la distribucién original.
Como se indicarda mas adelante, para la determinacién de la solvencia se requiere evaluar con
precision la cola de la distribucién; y entonces este método también resulta inapropiado. La
siguiente aproximacion corregira esta situacion.

Aproximacion Normal Power

Este método fue propuesto por primera vez por Kauppi y Ojantakanen (1969) y aln es motivo
de desarrollo e investigacion en las publicaciones actuariales. Su origen proviene de
comparaciones entre la aproximacién normal y la distribucién Poisson compuesta en casos
donde el calculo directo era posible. Se encontré un patron cuyo ajuste fue incluido en la
formula normal y posteriormente se demostré tedricamente a partir de resultados de Cornish y
Fisher en 1937 7. Dicha demostracién consiste en encontrar una transformacién de la
aproximacion normal que se ajuste mejor al sesgo de la distribucion compuesta. El resultado
fue una transformacién polinomial al invertir la serie de Edgeworth®:

F(s)~ o J9+1+6[5‘E[5]]—3 (2.28)

Notese que ahora la aproximacion requiere tres parametros, la media, desviacién estandar y
sesgo de la distribucidn, con lo que se obtiene un mejor ajuste, principalmente cuando el sesgo
es pequefio®. Nuevamente, en caso de distribuciones sesgadas el problema persiste, por lo cual
se propone la siguiente aproximacion.

7 Beard et al (1984) p 108.
8 Beard et al (1969) p 43-45.
° Op.cit. p.45.
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Aproximacion Gamma de tres parametros

Todas las aproximaciones arriba descritas no dan resultados satisfactorios ante distribuciones
sesgadas. También se ha mencionado el hecho de que las tres distribuciones compuestas
(binomial, binomial negativa y Poisson) tienen un sesgo positivo. Con la finalidad de reconocer
este hecho resultaria l6gico aproximar directamente a S mediante otra distribucion sesgada.
Para ello se propone ajustar la distribucién Gamma:

F.(s)~ E_s" rﬂ(a)t“-le-ﬂfdt —G(s-s,:a,p) (2.29)

Esta funcion G es la distribucion gamma original, pero con un parametro adicional que se
ajustara de acuerdo con el grado de asimetria.

Para encontrar los parametros, se procede a igualar la media, varianza y sesgo de la
distribucién original con los de la aproximacion:

E[S]z Sp +%

a

2 (2.30)

3|_ 2e
E[(s - E[S])) ]_ E

Var[s] =

Despejando se obtiene:

_ (var[s]?
sp = E[S]-2 m

.y (var[s)’ i (2.31)
E(S - E[s]’
_  Var|s]
ﬂ_ZE@—EBW

Por ejemplo, para el caso Poisson compuesto:

p2
So = APy — APy 2
P3
3
a=41P2 (2.32)
P3
P>
= 27
4 p3

También esta aproximacion abarca el caso normal, pues si a—« B-» y S, -« de tal forma que
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2, entonces la funcién G de (2.29) tiende a la distribucién normal con

o o
esos parametros. En Bowers et al (1984), teorema 11.4 se demuestra que la distribucion
gamma también surge como limite de las distribuciones binomial negativas.

Aproximacion Wilson-Hilferty

La aproximacion Wilson-Hilferty!® es otro ejemplo de aproximaciones derivadas del caso normal.
Su desempefiio es notable cuando el sesgo y de la distribucion de montos es pequeno (menor a
dos). Sin embargo para distribuciones de montos sesgadas no es aplicable. Por ejemplo, para
el caso comparativo que a continuacion se muestra, la formula Wilson-Hilferty resulta muy
superior a la mayoria de las aproximaciones.

2/3 1/3
F,(s)o %— s, 3(2J (s + 2) (2.32)
Y Y e

Comparacion entre las aproximaciones

En la siguiente grafica se muestra una comparaciéon de las aproximaciones para el caso Poisson
con A=10, es decir para la funcion Poisson compuesta con distribucién de montos colapsada en
1. En este caso la aproximacion Normal-Power resulta muy deficiente yno fue incluida para
apreciar mejor el resto de las aproximaciones:

Figura 2.5
Desempefio de las aproximaciones

Distribucion Poisson y Aproximaciones

100 +

080 4+

080 T

oro T

0en + —f—e=xacta
—— Normal

—— Wilson-H

040 + —— Gamma

030 1+

020 1

010 +

0.00

10 Johnson y Kotz (1970), seccién 17.5.
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Debido a la calidad de las aproximaciones no es posible compararlas sobre la grafica de
distribucion. Conviene graficar los errores con respecto al verdadero valor:

Figura 2.6

Error de las aproximaciones

003 1+

—— Marmal
—p— Wilson-H

—m— Gamma

Y se puede apreciar como la aproximacion Gamma es mas eficiente que el resto aun para
valores de A tan pequefios como 10. Noétese el patrén que muestra la aproximacion Normal:
como ya fue mencionado, este es el hecho que origind la aproximacion Normal-Power y que
efectivamente logra disminuir el error, solamente que para valores grandes de A.

Un segundo ejemplo que nuevamente ilustra el desempefio de la aproximacién Gamma de tres
parametros, ahora sobre una distribucidon compuesta, es el siguiente:

Considérese nuevamente la distribucion Poisson Compuesta con A= 10, pero ahora el monto de
las reclamaciones seguird una distribucién exponencial con media 100. La grafica ilustra la
verdadera distribucion de siniestros agregados, calculada mediante convoluciones, contra las
aproximaciones Normal y Gamma.
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Figura 2.7
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Lo cual ilustra perfectamente el comportamiento ante distribuciones sesgadas: La densidad
Normal subestima la cola a la derecha de la distribucion, en tanto que la aproximacion Gamma
da un ajuste de excelente precisién en la misma
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Capitulo 3

Procesos Poisson Compuestos y Modelos para las Reservas

1. Procesos de Poisson Compuestos

El modelo descrito en (2.2) expresa a los siniestros agregados generados por un portafolio de
polizas (del Modelo Individual o del Colectivo) en un periodo determinado. Es decir, la
distribucién del nimero de siniestros expresa el total de reclamaciones de un periodo, por
ejemplo, un afno.

Pero el concepto de solvencia requiere del analisis detallado de las fluctuaciones que ocurren
durante todo el periodo de exposicion, ya que aunque la empresa de seguros sea considerada
solvente al final de cada periodo, esto no garantiza que dicha empresa sea solvente en cada
instante de ese periodo.

Con esta finalidad se generalizara el modelo de siniestros agregados
S=X1+Xo+...+ Xy (3.1)
para indicar los siniestros agregados al tiempo t >0:
S(t)=X; +Xo +...+ Xy (3.2) .
Donde N(t) denota el nimero de siniestros hasta el momento t . Ahora N(t) es un proceso

Poisson que mantiene las hipdtesis ya mencionadas. El proceso S(t) es un proceso de Poisson
Compuesto, cuya distribucién al momento t es:

g o

Donde E[N( )] es el nimero esperado de siniestros en el intervalo (0,t] ENt ] y se calcula
mediante (2.6):

E[N(E)] = j; vy (3.4)

donde A(u) es la tasa a la cual ocurren las reclamaciones, tal y como se expuso en la seccion
2.2.
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Figura 3.1
Tiempos en que ocurren las reclamaciones y montos reclamados

2. Tiempo operacional:

Nuevamente el modelo Poisson presenta gran flexibilidad para adecuarse a los datos reales. En
caso de que la intensidad varie en forma deterministica se recurre a la férmula (2.6) para
modificar la escala de tiempo a lo que se denomina “tiempo operacional”:

u
t:%jl(v)dv,con}»O (3.5)
0

Esta ultima es una funcidén que relaciona el tiempo original u en el que ocurren los siniestros (a
una tasa variable) y el tiempo operacional t en el cual los eventos ocurren a tasa constante.

2
Las siguientes graficas ilustran este cambio de escala para la funcion /l(u): 5—2, para todo un

afio. Por ejemplo, el promedio de siniestros durante el primer mes es

1 5
Iv—dv=0.027
)12

en tanto que para el Ultimo mes del afio es

12
v2

12
11

dv =11.027 siniestros.

En la primer figura aparece una simulacion de las reclamaciones en tiempo real, en la segunda
aparecen las mismas reclamaciones, pero en la escala operacional, lo que ocasiona que las
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1l

reclamaciones aparezcan a una tasa mas “regular
términos de (2.7):

. La relacién entre los dos tiempos es, en

u. .2 3
tiempo operacional =t = lj.v—dv . se escogid A=3 Unicamente por facilidad al graficar.
Ay 12 A 36
Figura 3.2
Comparacion entre el tiempo real y el tiempo operacional

i

0 2 4 G ] 10 12

tiempao real

M —
a 20 40 a0 80 100 120 140

tiempoe operacional

Con esta transformacién, la distribucion de siniestros agregados sera:
- )"«
PriS(t) < sf= e“(iF”s 3.6
te)<s}= Yo T FG) (3.6)

El tiempo operacional es una herramienta muy poderosa en la estimacidon de la distribucién de
siniestros agregados, pues reemplaza el conocimiento detallado de la constitucion del portafolio
de pdlizas, con una estimacion del numero esperado de reclamaciones durante el periodo
futuro en consideracion.

Los momentos de esta distribucion se pueden encontrar en forma similar a los descritos en el
capitulo anterior (seccidon 3.3), por ejemplo:

Els(t)] = E[V(E)E[X]= atp, (3.7)

3. Modelo para el flujo de primas cobradas al momento ¢t

Las primas por riesgo que cobra la empresa de seguros por un conjunto de pdlizas, siempre
puede representarse de la forma:

1 No olvidar que los tiempos de las ocurrencias son aleatorios.
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c = E[S]1+6),con 6 >0 (3.8) (3.8)

Donde E[S] es el valor esperado del monto total de siniestros que habra pagado la compaiiia al
final de un periodo. A este valor se le conoce como prima actuarial. 6 es el porcentaje por
arriba de la prima actuarial que el asegurador esta cobrando.

Para el proceso de siniestros al momento t, se tiene la expresidén equivalente

c(t)=E [S(t)](1+6) (3.9)

donde ahora c(t) representa las primas cobradas al momento t. En el caso de que los siniestros
agregados sean modelados como un proceso Poisson compuesto con media (3.7), la expresion
anterior toma la forma:

ct=Atp;(1+6) (3.10)

Eliminando las unidades de tiempo, obtenemos una tasa constante a la cual la aseguradora
recibe el flujo de efectivo correspondiente a las primas de riesgo:

c=Ap:(1+6) (3.11)

En algunas ocasiones se critica al modelo clasico de Lundberg el utilizar esta tasa constante,
por considerarse que sobresimplifica los hechos. Sin embargo este argumento no es valido, ya
gue como se ha sefalado en la seccidn anterior, los calculos se realizan en la escala
operacional, donde los eventos ocurren precisamente a tasa constante.

4. Modelo Clasico de la Reserva

El modelo de Lundberg utiliza los elementos arriba descritos al representar el comportamiento
de las reservas para el pago de siniestros. Resulta un modelo conveniente para el analisis de
suficiencia en primas durante el disefio de productos. Algunos parametros derivados de este
modelo, por ejemplo la probabilidad de ruina, son motivo de estudio en la literatura desde
principios de siglo y resultaran muy utiles para generalizar el concepto hacia la solvencia.

El proceso que representa a la reserva al momento t es el siguiente:
R(t)=u=+ct-5(t) (3.12)

donde u representa el valor inicial de la reserva, ct el monto de primas cobradas y S(t) los
siniestros agregados hasta ese momento.

Una realizacién del proceso R(t) puede graficarse asi:
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Figura 3.3
R(1)

T

La reserva parte del nivel inicial u, se incrementa con el pago de primas a tasa constante y
decrece por el pago de siniestros.

5. Probabilidad de Ruina

Una medida de estabilidad de la reserva fue propuesta por el mismo Lundberg, la denominada
probabilidad de ruina es simplemente la probabilidad de que la reserva se ubique en algin
momento por debajo de cero. En otras palabras, es la factibilidad de que la reserva sea
insuficiente para hacer frente a los siniestros.

Formalmente, definase la siguiente variable aleatoria:
T =inf{t >t >0,R(t)< 0} (3.13)

como el tiempo en que ocurre la ruina. En realidad es el primer instante en el cual la reserva
toma un valor negativo. En caso de que la ruina nunca ocurra, es decir,

R(t)>0 para toda t, se define T=w.

Figura 3.4
R(1)
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La probabilidad de ruina al momento t, denotada tradicionalmente como w( )ut, se define con
base en esta variable:

w(u,t)=Pr {T <t} (3.14)

En otras palabras, w(u,t), mide la factibilidad de que la reserva tome un valor negativo en el
intervalo de tiempo [0,t]. Obviamente a mayor nivel de reserva inicial u menor sera la
probabilidad de ruina y a mayor horizonte de tiempo t, mayor sera la factibilidad de que el
proceso se encuentre en ruina.

A la probabilidad de que la reserva tome en algin momento un valor negativo se le denomina
probabilidad de ruina eventual y se denota por W(u). Esta se obtiene
como el limite de ¥(u,t),:

w(u)= t/m(u,t) (3.15)

Y como cabe esperar, la probabilidad de ruina eventual es una cota superior para la
probabilidad de ruina al tiempo t:

y(ut) 2 y(u) (3.16)

Seal (1978) mediante resultados numéricos sugiere que y(u,t), converge a y(u) rapidamente,
conforme t se incrementa. Mas aun, podemos conocer aproximadamente el orden de
convergencia mediante la férmula de Cramér'?:

-3

w(u)-¥(u,t)~ ut 2 exp(-you - yt) (3.17)

para u,t—>ooyu:o(ﬁ)

donde yq, y1 son constantes definidas sobre la distribucion del monto de las reclamaciones.

La rapidez de convergencia es muy importante: Un asegurador normalmente espera varios
cientos o miles de reclamaciones en un afio, por tanto un horizonte de unos cuantos meses

sera practicamente indistinguible del tiempo infinito.

Finalmente introducimos por notacion las probabilidades de no-ruina:
¢(ut)=1-Hu,t)y (3.18)
¢(u)=1-Hu) (3.19)

El calculo de estas probabilidades es el tema central de la Teoria de Riesgo, al grado que se
utiliza el término “Teoria de Ruina” para denotar al conjunto de técnicas probabilisticas
utilizadas. La literatura sobre este tema es particularmente abundante y puede encontrarse una
exposicion muy completa en Seal(1969) y Gerber(1979). La matematica empleada en este
sentido excede los fines de este trabajo, por lo que se remite al lector a los textos antes citados

2 Taylor y Buchanan (1989) p 69.
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0 a la tesis del mismo autor que precede a esta exposicidon®>.

Los resultados mas notables en la Teoria de Ruina se muestran a continuacion:

5.1 Probabilidad de Ruina al momento t

En primer lugar, una expresion para la probabilidad F(u,t) es derivada por Arfwedson
(1954)**14 como la solucidn de la ecuacién diferencial:

+ @(u, t) =

00, ) _ a@(gu, t) (W-y, t)dFe(y)  (3.20)

ou

Qe

Como las reclamaciones son estrictamente positivas, Fx(0)=0 y podemos obtener Ia
transformada de Laplace-Stieltjes:

M) - [ dFy () (3.21)
0

y la doble transformada de Laplace:

v(r,s)= J.e’deJ‘ eto(w, t)dt (3.22)
0 0

La solucidn para v(r,s) es:

v(r,s):{i—pgs)} [s+1-cr—;(r)]* (3.23)

donde r=p(s) es la Unica raiz real positiva de la ecuacion:
s+1-cr-M(r) =0,5>0 (3.24)

Asi la obtencion de las probabilidades de no ruina requieren la inversién de la doble
transformada de Laplace (3.22).

Seal (1969) presenta una formula alternativa para ¥(u,t). La probabilidad de no ruina en el
caso de reserva inicial cero es:

ct
»(0,t) = éJFS(x,t)dx (3.25)
0

y para valores positivos de la reserva inicial:

13 Hernandez (1996).
4 Taylor y Buchanan (1989).
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o, t)=Fslu+ct,t)-c|@0,7)fsu+clt-z),t-r)dr  (3.26)

|

5.2 Probabilidad de ruina eventual

Cuando t »», (3.19) toma la forma:

o' u)= o)~ [Ula Y ) (327
que es equivalente a
olu)= 0(0)+ [ olx - y)[l‘ch(y)] dy (3.28)

Esta ecuacién puede resolverse de la misma forma que en (3.20) con la transformada de
Laplace

v(r) = Te’“@(u)du (3.29)
0

obteniendo la solucion:

v(r)=(c - 2)cr — 1+ Mm(r)[* (3.30)
urc 1 —+ Mr

5.3 Aproximaciones
Las dificultades en la evaluacion de las formulas de ruina de las dos secciones anteriores son

tales que gran parte de la Teoria de Ruina se dedica especificamente a obtener buenas
aproximaciones. De ellas, la mas sencilla y conocida es:

Y(u)~er, (3.31)
donde R es llamado el Coeficiente de Ajuste y es la Unica raiz positiva de la ecuacién?®:

1+(2+0P,R-m(r)=0 (3.32)

Aunque de hecho,

5 Obsérvese que es el denominador de (3.30) cuando c=(1+8)Ap;.
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e Rum) < yp(y)< e R (3.33)

donde m es el limite maximo de indemnizacién (suma asegurada maxima) o bien el limite de
retencion. Al lado derecho de (3.33) se le conoce como la desigualdad de Lundberg?®®

Figura 3.5
Comparacion entre la probabilidad de ruina con distribucién de montos exponencial con media
1000, limite de indemnizacién 4000 y recargo de seguridad 25%.
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La féormula (3.33) puede mejorarse, obteniéndose la aproximacién Cramér-Lundberg®’

w(u)~ % | e R (3.34)

Que resulta exacta para el caso en que la distribucion de montos es exponencial. Utilizando una
distribucion gamma para aproximar la distribucion del monto de reclamaciones se obtiene la
aproximacion Beekman-Bowers de 1969:

¥ (u) ~ 1i6[1+c;(u)] (3.35)

a-1 —y/b
donde G J.—dy es la distribucién gamma con parametros:

16 16 Tayloy y Buchanan(1989).
717 Ver Ramsay (1992).
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a:£& 1+i
b 26 Py

b:2p3+pz[1+ HJ

3p, 20 E

Ramsay (1992) indica que (3.35) parece dar buenas aproximaciones Unicamente en el caso de
montos exponenciales y que no es tan precisa como la aproximacion Cramér-Lundberg.

La aproximacion de De Vylder consiste en aproximar todo el proceso de la reserva por riesgo
{R(t)} mediante un proceso mas simple {R(t)} tal que

R(t)=u+(1+06)ip; - S(t) (3.36)

Donde A es el nuevo parametro Poisson, S(t) es el proceso de siniestros agregados generado
por montos de reclamaciones exponenciales i.i.d. con media p; y el nuevo recargo de

seguridad es 4.

Estos nuevos parametros se obtienen igualando los tres primeros momentos:
ER* ()= E[R, ()] k = 1,2,3

Obteniéndose:

~ _ P3
p; = —-—>—

1 3p,
92 2p1€3 P2
3p;

3
A=2P2
2p3

Y la aproximacion resultante es, como cabe esperar, la probabilidad de ruina en el caso
exponencial:

1 ué
¥ (u)~ 1+9exp[— ,01(1+6’)J (3.37)

Ninguna de estas férmulas es facil de evaluar, incluso la aproximacion (3.31) requiere resolver
la ecuacién (3.32).
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6. Observaciones sobre el Coeficiente de Ajuste y la Probabilidad de Ruina:

Ya se ha definido al coeficiente de ajuste como la Unica raiz positiva de la ecuacion (3.32):
1+(1+ 6)p;r=Mr (3.38)

El lado izquierdo es una recta, en tanto que el derecho es la curva exponencial de la funcién

generadora de momentos del monto de las reclamaciones (definida en un intervalo alrededor

del origen). Su grafica es la siguiente:

Figura 3.6

=+ttt A

Para r=0, ambos lados de (3.38) son 1. En ese punto el lado derecho tiene pendiente M (0)=p;
mientras que en el izquierdo la pendiente es (1+6)p;, que es estrictamente mayor que p;.
Como M(r) es creciente se sigue que la ecuacion tiene una Unica raiz.

Asi, un incremento en 6 implica que la pendiente de la recta se incremente y el coeficiente de
ajuste también se incrementa. Una distribucion mas sesgada ocasiona que M(r) tenga un
crecimiento acelerado y reduce el valor de R.

Con estas observaciones podemos hacer las siguientes afirmaciones:

a) La probabilidad de ruina eventual no depende de la tasa del proceso. Esto se deduce de
(3.38) ademas de lo ya expuesto sobre el tiempo operacional.

b) Una distribucién de siniestros de cola pesada implica una probabilidad de ruina mayor,
pues reduce el valor del coeficiente de ajuste. La intuicion confirma este hecho, pues
siniestros “catastréficos” deben ocasionar una probabilidad de ruina mayor.

C) Un incremento en 6 causa un incremento en R y la probabilidad de ruina decrece
exponencialmente. En otras palabras, si las primas por riesgo se incrementan es menos
factible caer en insuficiencia de primas.
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d) Si 6=0 entonces R=0 y ocurre el evento de ruina con probabilidad 1.

Esta afirmacion no debe menospreciarse. Indica que si Unicamente se cobra la prima actuarial®
por un riesgo determinado, entonces con toda certeza e independientemente de la reserva
inicial asignada, el fondo sera insuficiente en el largo plazo. En seguros de vida, por ejemplo,
significa que las primas Unicas (que son valores esperados de los pagos futuros) no sélo no
proporcionan al actuario toda la informacién sobre la fluctuacién, sino que ademas son
insuficientes, en el largo plazo, para lograr la estabilidad del sistema de seguro. Aunque el
hecho de utilizar hipotesis actuariales conservadoras (tablas recargadas y tasas técnicas)
permiten cobrar mas que el valor esperado de los siniestros, el no reconocer las verdaderas
caracteristicas de los riesgos asegurados impide la toma de decisiones efectiva.

7. La férmula de Gerber y la Teoria de Utilidad

De las expresiones (3.31), (3.33) y (3.34) se deduce que la probabilidad de ruina esta en
funcién del coeficiente de ajuste. De hecho, Gerber(1979) encuentra la relacidon explicita entre
estos valores aplicando la hipotesis de un juego justo: la utilidad esperada de la reserva del
asegurador después de ocurrir el proceso de reclamaciones en un periodo unitario debe ser
igual a la reserva inicial de dicho periodo.

Si U (e) denota la funcion de utilidad del asegurador, estrictamente creciente y -diferenciable,
sin pérdida de generalidad® podemos afirmar que U(0)=0y U'(0)=1. Si ademas se define

v(w)w (3.39)

Entonces Gerber demuestra que:

_ v(u)
vlu)= EVRM)T < = (3.40)

lo cual indica que la convergencia de w()u a cero con u creciente puede variar
considerablemente con respecto a (3.31) . En particular la convergencia no sera exponencial si
la funcidn de utilidad no es a su vez exponencial. Aln en el caso de utilidad exponencial:

1 _ e—aw

uw) (3.41)
a
al aplicar (3.40) resulta en
¥(u)~ e (3.42)

lo cual indica que la convergencia no depende de la distribucion de montos sino en el
coeficiente de aversién al riesgo a%°. En otras palabras, a mayor aversién al riesgo por parte del

18 Es decir, el valor esperado de los siniestros.
19 Es decir, el valor esperado de los siniestros.
20 ver Borch (1974).
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asegurador, mejor convergencia a cero con reserva inicial creciente, o bien, los suscriptores de
riesgos mayores requieren mayor capitalizacion.

Esta Ultima observacién, aunque coincide con el sentido comun, es mucho mas dificil de
implementar por parte de las autoridades reguladoras, pues implica que el margen de solvencia
requerido para un asegurador en particular deberia depender de la forma en que modifica sus
tarifas ante fluctuaciones en la reserva. Pero el asegurador modifica sus tarifas de acuerdo a
muchos otros factores, haciendo impractico este criterio. La verdadera aportacién de Gerber en
este sentido radica en observar que la aproximacion clasica (3.31) puede ser absolutamente
incorrecta para formular una politica o reglamentacién sobre el margen de solvencia.

Una aplicacion de (3.40) es la obtencidén de probabilidades de ruina para el caso de montos de
las reclamaciones exponenciales. Todas las féormulas presentadas anteriormente dependen de
la forma funcional de la distribuciéon de los montos de las reclamaciones. Mas aln, solamente
en ciertos casos es posible encontrar formas explicitas para la probabilidad de ruina. Este es el
caso de la distribucién de montos exponencial?!, donde:

1
1+6

-0 u
>ex"{<z+e>pj (3:43)

#(u)= (

La siguiente figura ilustra los valores de la probabilidad de ruina para una distribuciéon de
montos exponencial con media 100.

Fingra 3.7

probabilidad de ruina

0 0.1
0.2 0.3 0.4 0.5 0 6 0?
U008 o
S |

recarge de seguridad

21 yéase por ejemplo Bowers op cit capitulo 12.
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8. Otros métodos para la obtencion de probabilidades de ruina.

Como el lector notara, la técnica general para obtener probabilidades de ruina depende de la
solucion de una ecuacién integro-diferencial como (3.20) o (3.27) y ésta depende de la
existencia de la transformada de Laplace-Stieltjes. Embrechts y Veraverbeke (1982) presentan
un desarrollo alternativo para esta situacion, la cual ocurre en el caso de riesgos catastroficos,
pues la distribucion del monto de las reclamaciones tiene un sesgo tal que impide la
convergencia de la integral (3.21). En cualquiera de estas circunstancias se requiere el
completo conocimiento de la distribucion de montos.

Un enfoque relativamente reciente y que ofrece mayores posibilidades es el presentado en
Goovaerts et al.(1990), donde se establecen cotas para esta probabilidad mediante el
Ordenamiento de Riesgos.

Otro tipo de aproximaciones surge del uso de técnicas no paramétricas como el remuestreo
para aproximar la probabilidad de ruina eventual. El lector interesado puede consultar
Frees(1986).

Una técnica prometedora pero sorprendentemente poco utilizada es la de Monte Carlo. Sobre
este tema una exposicion muy completa se encuentra en Beard et al. (1984) e importantes
recomendaciones para su aplicacion se exponen en Dufresne y Gerber (1989).

Baste como ilustracion de esta técnica lo siguiente:

Tomese un proceso Poisson Compuesto con intensidad unitaria (en tiempo operacional) y
distribucion de montos exponencial con media 1000 . Si la reserva inicial es de 10,000 y el
recargo de seguridad es 10% entonces por (3.43) se tiene que ¥(u)=0.37.

Figura 3.8

imulacién directa de la reserva para estimar la probabilidad de ruina
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Después de 1000 simulaciones directas del proceso, se obtiene la estimacion sﬁ(u): 0.34 y el
error estandar de esta aproximacion es exactamente 22 de

\/?’(u)[l — ?’(u)] = \/0'37(1 — 0'37) =0.0152 pero como desconocemos precisamente el

1000 1000
verdadero valor de (u) , se puede aproximar como
\/yﬂ(u)[l—f’(u)] :\/0'34(1_0'34) =0.0149. El inconveniente de esta técnica es el tamafio de
1000 1000

muestra requerido para lograr un error estdandar menor. Por ejemplo, para obtener un error
estandar “satisfactorio” de 0.001, se requerirdn 233,100 simulaciones directas del proceso, que
puede representar una carga computacional importante, aunque la tecnologia actual ha logrado
enormes avances y ya permite considerar a esta técnica fuera del medio estrictamente tedrico.
Adicional a esto, es importante sefialar que el proceso fue simulado de una forma muy
ineficiente denominada “simulacion directa”. Al conjunto de metodologias eficientes para
mejorar la estimacién (reduccidn de error estandar) se les denomina técnicas de Monte Carlo y
el lector interesado puede consultar Hammerseley y Handscomb(1979) para una exposicion
muy completa sobre el tema.

La enorme ventaja de este método consiste en que directamente pueden relajarse algunos de
los supuestos que se han establecido en este capitulo, por ejemplo la dependencia de
ocurrencias, el ajuste dindmico de primas y del recargo de seguridad, cambios de la
distribucion a través del tiempo, etc.

22 Esto se sigue de que las simulaciones generan una muestra aleatoria de variables Bernoulli con parametro ¥(u) y el
estimador es precisamente la media muestral.
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Capitulo 4

De Ruina y Solvencia

En este capitulo se realizardn los ajustes necesarios para utilizar la probabilidad de ruina a
corto plazo como una herramienta para medir la probabilidad de insolvencia (en el corto plazo)
y establecer margenes de solvencia aplicables en la supervision periddica de las empresas de
seguros.

1. Efecto de la fluctuacion aleatoria de los parametros basicos del modelo

1.1 Fluctuacién en el recargo de seguridad

Como se pudo apreciar en el capitulo anterior, el evento de ruina/insolvencia depende en gran
medida de un recargo de seguridad 6 “apropiado”.

De acuerdo con lo comentado en la seccién 3 del capitulo 3, la prima de riesgo es calculada
simplemente tomando el valor esperado de la distribucién de siniestros agregados y afadiendo
el recargo de seguridad. Pero estos valores son desconocidos en la practica, por lo expuesto en
el capitulo 2, por lo cual es necesario considerar en las siguientes secciones la contribucion de
cada elemento a dicha incertidumbre. Esto se logra considerando a 6 como una variable
aleatoria en lugar de una constante prefijada mediante el criterio de ruina. Y aunque solamente
se dispone de estimados para 6 y E[S], la tasa de cobro de prima c sera una constante una vez
que la aseguradora haya determinado su tarificacion.

Tomese ahora la variable aleatoria:

1+9=(1+9);gl (4.1)
1

donde £ y P, son los estimadores de la tasa del proceso y del valor esperado de los siniestros

agregados, respectivamente. 6 es el recargo de seguridad establecido por la aseguradora en
consideracion a estos valores estimados.
En caso de que

9 ~ Normal (v, 2%) (4.2)

el comportamiento de la reserva R(t) dependera ahora de las propiedades de g , en particular

E[R(t)] = u + itp,E[0] = u + atp,v (4.3)

VarlR(t)) = E,£{R(t) - ER(t)F 0} (4.4)

VarlR(t)] = E,{ER()0]- ER(t )} + {EgE{[R(t)— Elrqt )9]]29}} (4.5)
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Var[R(t)] = (atp, ¥ Var|d]+ E,[atp,] = (atp, 22 + atp, (4.6)

que también se puede reexpresar como

Var[R(t)] = (atp; )Z{TZ + Zéﬂlf} (4.7)

Y esta Ultima expresion muestra claramente el efecto de permitir alguna dispersion de d, pues
si 12 =0 (no variabilidad), entonces (4.7) indica que:

Var[R(t)]:(ﬂtpl)z{errzg/i_} = (Prima de riesgo)(constante)(1/siniestros esperados al
1

tiempo t) (4.8)

Es decir, {Var[R(t)]}'/? ————0 en proporcién a la prima de riesgo. (4.9)

Cuando %0 , se tiene que
War[R(t)]}'/? ————1 en proporcién a la prima de riesgo. (4.10)

(4.9) y (4.10) indican que en el largo plazo la incertidumbre asociada a § causa un incremento
dramatico en el riesgo del proceso de seguro. También muestra por qué es tan rapida la
convergencia de las probabilidades de ruina en tiempo finito hacia la ruina eventual.

(4.7) indica ademas que: Conforme el tamano del portafolio de pdlizas se incrementa, en el
corto plazo causara una disminucién en el riesgo asociado a la reserva R(t) causado por un
incremento en el numero esperado de siniestros. Pero en el largo plazo, este efecto sera
compensado por el riesgo asociado a la incertidumbre de 4.

Esta incertidumbre t sobre § puede generarse de multiples fuentes. Una de ellas es la
fluctuacién aleatoria en la intensidad 1 del proceso. En cambio la fluctuacién deterministica
Unicamente afecta la escala de tiempo y no contribuye al valor de 1. En caso de que la
intensidad sea modelada por una serie de tiempo, que contiene tanto una tendencia como un
componente aleatorio, entonces el componente aleatorio si afectara a .

1.2 Efecto de siniestros ocurridos y no reportados

El impacto de este tipo de siniestros fue comentado en la seccion 3.1 del capitulo 2. La
expresion (2.20) descompone el efecto sobre el resultado financiero del asegurador en sus
componentes relevantes. De acuerdo con esta ecuacidn, la varianza del impacto de las
reclamaciones en el periodo t es:
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Var[S(t)] = Var[r, ] + Var[ft (t+1)- It] + Var{i [ft_j(t +1)- ft_j(t)]} + covarianza (4.11)

y esta varianza afecta la incertidumbre de las utilidades del asegurador en un periodo
determinado, afectando por ende a la solvencia.

La forma comun de incluir este efecto es considerar a los términos posteriores a I; en (2.20)
como una adicién o deduccién sobre el recargo de seguridad y por tanto, los términos
posteriores a Var[I;] en (4.11) son incorporados a la incertidumbre t de ese recargo de
seguridad. Asi si el intervalo (0,t] consiste de un numero entero de periodos 0,1,...,t-1,
entonces (4.11) se vuelve:

Var[s(t)] = Var{ifk] + Var{i [2,(t)- 1 ]] + Var{i [t ,(t)- fj(O)]} + covarianza (4.12)

k=0 k=0 j=1

Y sélo aquellos términos que involucran a los periodos -1, -2, ... se relacionan con los siniestros
que ocurrieron en periodos anteriores y que aun no son pagados, asi que los denotaremos
junto con sus términos en la covarianza como Var[S'(t)] y la contribucién de esta varianza a

2 = Varld] (4.6) sera varls'(t)] (4.13)

(atp )

2. Probabilidades de ruina a corto plazo y Margenes de Solvencia

Normalmente los criterios de solvencia aplicables a las empresas de seguros incluyen la
revision periddica y a corto plazo de los valores que definen a dicha solvencia. De este modo,
los margenes deben ser suficientes para garantizar que la compafia se mantendra solvente
hasta la siguiente revisidon. Por ello es de gran utilidad obtener expresiones Utiles para la
probabilidad de ruina a corto plazo y a partir de este concepto incluir las fuentes de
incertidumbre discutidas al principio de este capitulo, para aproximarla mas al concepto de
solvencia.

2.1 Recargo de seguridad conocido y Probabilidad de ruina a corto plazo

Para obtener una adecuada aproximacion de ¥(u,t) para t relativamente pequeno, recuérdese
que la funcion de distribucion de los siniestros agregados pagados sobre el intervalo (0,t] es la
funcion Poisson compuesta (3.6). Asi que un asegurador con nivel inicial de reservas u y una
tasa de cobro de prima ¢ por unidad de tiempo, tendra al final del periodo (0,t] una reserva
R(t) dada por (3.12), con distribucion de siniestros agregados (3.6).

Ahora bien, una condicién suficiente para el evento de ruina es que R(t)<0, pero no es una
condicion necesaria, puesto que es posible que aunque la ruina ocurra dentro del periodo, el
asegurador aporte recursos para que R(t)=0, asi que

w(u,t)> PrlR(t) < 0] = PrS(t) > u + ct]= 1 - Fg)lu +ct)  (4.14)
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Figura 4.1
Una realizacién del proceso de reserva que muestra la relacion (4.14)
R(t)

Revision

u
Revision

Z

o Y
!

Eventos de'tuina no detectados

Y ya se ha discutido ampliamente la forma de calculo de la distribucidn de siniestros agregados,
incluyendo sus aproximaciones. Como se mostré en el capitulo 2, la aproximaciéon normal es
deficiente en las colas de Fgi(s), pero un intervalo suficientemente alrededor de la media,
permite obtener expresiones muy simples para fines practicos. Asi que?3

w(u,t)~1- N YT AP (4.15)
AP
y como ct =Atp;(1 +6)
w(u, t)~ 1- N Y TAPs (4.16)
AP

Asi que el monto de capital que garantice una probabilidad de insolvencia no mayor a un €%
sobre el intervalo (0,t]sera

u = 51_51 ﬂ,tpz - gﬂtpl (417)

donde &;_, es el percentil 1-¢ de la distribucién normal estandar y u es llamado el margen de
solvencia.

Aunque en (4.15)-(4.17) se esté utilizando la aproximacion normal, el lector puede facilmente
aplicar todas las aproximaciones vistas en el capitulo 2.

23 N denota la distribucién normal estandar.
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2.2 Incertidumbre sobre el recargo de seguridad y Probabilidad de ruina a corto
plazo

Ahora bien, la probabilidad de ruina y el margen de solvencia deben ser modificados para
permitir la incertidumbre en el recargo de seguridad d de acuerdo con (4.2). Solamente es
necesario ajustar los momentos de S(t) para reconocer a (4.3) y (4.7) y obtener

w(u,t)~ 1- N YT AP (4.18)
J(atp, P2 + atp,
y es interesante notar que cuando t -,
v
() > NU (4.19)
T

Lo cual refleja lo comentado al inicio de este capitulo: Sobre intervalos cortos de tiempo, la
variacion en las reservas estard dominada por las fluctuaciones aleatorias en el monto de las
reclamaciones pagadas, pero sobre intervalos mayores, el mayor componente de la variacion
sera el riesgo acumulado de las podlizas con un recargo de seguridad desconocido.

Ademas se puede establecer un margen de solvencia (capital inicial) requerido para reducir el
riesgo de insolvencia a un €% en el intervalo (0,t] analogo a (4.17):

1
= 2 2,P2 1 _ 4.20
u pl{gg T+ p12 at V} ( )

0 cuando t -,

u = (&7 -v)o(atp;) (4.21)
Y este margen de solvencia (4.20) tiene propiedades notables:

a) Para cualquier tipo de seguro o combinacién de éstos, el margen expresado como
porcentaje de las primas disminuye mondtonamente conforme el portafolio de pdlizas se
incrementa. Esto coincide con los estandares de solvencia internacionales, como los de
la Comunidad Econémica Europea.

b) Sin embargo (4.21) muestra que dicha disminucién tiene un limite sobre el cual los
incrementos en el tamafio del portafolio no tienen efecto.
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Figura 4.2

u
Alp,

Margen de solvencia en funcién de Af para v =02, 7 =2 ysesgo de X=1.5

jg 4+

36+

Margen de solvencia

344

Numero esperado de siniestros

C) En el caso de portafolios suficientemente pequefios, el tamafo es muy relevante, y el
margen expresado como porcentaje de las primas variara con cada tipo de seguro y
tamafio del portafolio, incrementandose conforme la distribucion de siniestros agregados
se vuelve mas sesgada.

d) Por ultimo, el margen de solvencia variara conforme a los margenes de utilidad de las
tarifas en el futuro inmediato. Es sobre este punto que aparecen dificultades para la
autoridad reguladora, pues usualmente no se podra expresar alguna opinidon sobre v. Asi
que resulta prudente expresar los margenes de solvencia legales (4.20) y (4.21)
eliminando v.

La siguiente tabla ilustra estas observaciones. En ella se calcula el margen de solvencia en
proporcion de la prima actuarial, es decir, u/Atp;.
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Margen de Solvencia en porcentaje de la Prima Actuarial Atp;
Nivel de Confianza 2.5%

Recargo seguridad~Normal(0.2,0.05)

Isz/p12
E[N(D)]= & | 1.5 10 20 30 50 100
1000 0.00 0.02 0.09 0.15 0.25 0.43
10000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02
100000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Recargo seguridad~Normal(0.02,0.2)
pz/p12
E[N(t)]= A | 1.5 10 20 30 50 100
1000 0.38 0.42 0.46 0.50 0.57 0.71
10000 0.37 0.38 0.38 0.39 0.40 0.42
100000 0.37 0.37 0.37 0.37 0.37 0.38
Recargo seguridad~Normal(0.2,0.05)
Isz/p12
E[N(D]= M | 1.5 10 20 30 50 100
1000 0.00 0.02 0.09 0.15 0.25 0.43
10000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02
100000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Recargo seguridad~Normal(0.02,0.2)
|32/D12
E[N(H)]=2e | 1.5 10 20 30 50 100
1000 0.38 0.42 0.46 0.50 0.57 0.71
10000 0.37 0.38 0.38 0.39 0.40 0.42
100000 0.37 0.37 0.37 0.37 0.37 0.38

Obsérvese que para seguros donde la distribuciéon contiene una cola muy pesada a la derecha,
el volumen de reclamaciones necesita ser muy grande para que la incertidumbre sobre el

recargo de seguridad sea dominante.

3. Riesgo sistematico y no sistematico

En este capitulo se ha mostrado que la estimacion que realiza el asegurador sobre el recargo
de seguridad es de hecho un valor sujeto a la incertidumbre y ésta es heredada a la fluctuacion
de las reservas. Un modelo un tanto simplista para esta incertidumbre fue expresado en (4.2) y
las secciones 1 y 2 muestran las implicaciones, dependientes de la dispersién t del recargo de

seguridad estimado 4.
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Obsérvese que la volatilidad de la reserva expresada en (4.7) supone que el recargo de
seguridad es el mismo para todos los riesgos cubiertos. Es decir, cualquier variacion en 4 esta
sujeta a (4.2) y afecta a todos los riesgos por igual. Esto es valido para representar la variacion
de los pardmetros de los siniestros agregados, incluyendo siniestros ocurridos y no reportados.
Sin embargo, falta representar otros aspectos como los cambios en el tiempo de la distribucion
de las reclamaciones o la estimacion de distribuciones de riesgos catastréficos con datos
historicos.

Por analogia con la teoria financiera, denominaremos a la fluctuacién representada por (4.2) y
(4.7) como riesgo sistematico. La siguiente generalizacidn, en la cual los valores de d para
cada negocio de seguro son realizaciones independientes de (4.2), serda denominada como
riesgo no sistematico.

Para este ultimo se utilizard la propiedad de aditividad presentada en 2.3 del capitulo 2.
Mediante estas féormulas se obtiene para un portafolio de m subportafolios:

E[R(t)] = m[;; + (r/; tlev} =u+(atp, v (4.22)
2 2
Var[R(t)] - m{(‘fﬂplj = Mn‘ﬂ = (tp:? =+ stp, (4.23)

Nétese que (4.22) es exactamente (4.3) que corresponde al riesgo sistematico y (4.23) difiere
de (4.6) precisamente por el riesgo no sistematico, donde este componente se reduce por un
factor igual al nimero m de riesgos independientes en el portafolio.

La formula analoga a (4.7) es

_ 2| 72 py 1
Var[R(t)] = (2tp;) {m + pfﬁf} (4.24)

Lo cual muestra que como en (4.7), la desviacién estandar de la solvencia para valores grandes
de t es dominada por los términos proporcionales a la prima de riesgo.

Asi que la diferencia entre los riesgos sistematico y no sistematico es que la constante de
proporcionalidad se reduce en el Ultimo caso por un factor de \/m

Para incorporar esta conclusidon al modelo general, basta reemplazar la expresion
(4.2) por

O ~ Norma/(v, T2, T2 s,-st) (4.25)

lo cual considera los dos componentes del riesgo, implicando
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1
Var[R(t)] = (MP1 )2 |:Tszist + m Trzro sist:| + Atp, (4.26)

o bien

1 1
Var[R(t)] = (MP1 )2|:752ist + Errzlo sist:| + 215’“ (4.27)

4, Adicién de subportafolios

Finalmente se considera el caso en que cada uno de los subportafolios varien en cuanto a A y
distribucion de montos de las reclamaciones. Sin considerar esta posibilidad seria imposible
analizar la solvencia de todas las lineas de negocio operadas por las aseguradoras. En esta
situacion (4.27) debe ser ponderado convenientemente como en la seccion 2.3 del capitulo 2
para obtener

T\ 1 p, A 1
Var[R(t)] = (ﬂ*tpl )2 z'szist“ + Erﬁo sist /ljlgﬂzt (4-28)

Donde la barra denota el promedio sobre los valores de los subportafolios.
Los componentes de esta varianza son:

a) Variaciones en los parametros de riesgo entre riesgos individuales dentro de un
subportafolio que es homogéneo sobre los factores detectables del riesgo.

b) Variaciones en las estimaciones del asegurador respecto al recargo de seguridad 4,
abarcando los riesgos sistematico y no sistematico.

c) Variaciones en la solvencia generadas por cada subportafolio, dados los parametros de
riesgo y el recargo de seguridad.
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Bajo esta formula generalizada, el margen de solvencia requerido sera:

_ 1/2
T 12 p; Al
U=t N |t + gt + 22 20| v (4.29)
SIS m no sis p12 12 t
y para t—oo
1 1/2
u= ég[rs%st o Tho sist} v o(ztp;) (4.30)

Por lo senalado en 2.2 de este capitulo, también resulta conveniente eliminar el término v para
el establecimiento legal de los margenes de solvencia. Pero en el caso de que un asegurador en
el pasado reciente haya cobrado primas inadecuadas, entonces el término v (que sera
negativo) deberd incluirse en el margen de solvencia.
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Capitulo 5

Supervision actuarial de la solvencia

El margen de solvencia éptimo debe mantener un equilibrio entre seguridad, presiones del
Mercado, primas y expectativas de los accionistas. La teoria de los cuatro capitulos anteriores
expone consideraciones esenciales desde el punto de vista actuarial que permiten tanto a los
administradores de las empresas de seguros como a las autoridades encargadas de la
supervisiéon una herramienta muy importante con la cual establecer los criterios para mantener
dicho equilibrio.

A continuacion se mostrara la aplicabilidad de la técnica y algunas consideraciones adicionales
en su implementacion.

1. Consideraciones Adicionales

Sobre el efecto del reaseguro

El reaseguro tiene un impacto fundamental sobre la solvencia de una empresa de seguros,
permite modificaciones esenciales sobre la distribucion de los montos de las reclamaciones, en
particular sobre el sesgo, que es uno de los factores que mayor influencia ejerce sobre la
probabilidad de insolvencia. En el modelo de reserva del capitulo 3, Unicamente se requiere
modificar la distribucidon del monto de las reclamaciones y la tasa de recoleccién de prima, para
tener una visidon completa del efecto de este elemento.

Obviamente el reasegurador proveera la proteccion necesaria sélo si permanece solvente.
Hasta este punto toda la exposicion considera que la responsabilidad del reasegurador sera
cumplida con toda certeza. Las distribuciones de los montos de las reclamaciones pueden ser
separados en dos componentes:

N(t)
D" X[#3%9 con probabilidad (1 - ypreases
i=1
S(t o) (5.1)
D" X; con probabilidad ¥ ™
i=1

Donde XY es el monto de la reclamaciéon que incluye el efecto del reaseguro, la cual ocurrira
con una probabilidad de solvencia del asegurador igual a 1 — %™ y X; es el monto integro de
la reclamacién, del que tendra que responsabilizarse la aseguradora en caso de insolvencia del
reasegurador, con probabilidad w9,

Este enfoque, sin embargo, no parece una alternativa practica pues convierte a la distribucion
de siniestros agregados en un modelo poco tratable matematicamente, aunque los momentos
de dicha distribucién pueden ser incluidos en las férmulas del capitulo anterior. Ademas se
requiere de una estimacién de la probabildad de insolvencia del reasegurador, lo cual tampoco
seria factible en términos practicos. Por esta razén es un criterio comun internacionalmente el
no realizar ningun ajuste a causa de este factor, pero manteniendo una vigilancia estrecha
sobre la reputacién de los reaseguradores involucrados.
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Relevancia en las decisiones de inversion

Este trabajo se ha concentrado en establecer criterios de solvencia con base en el grado de
fluctuacion de las reservas sin referencia explicita a las politicas y decisiones de inversion de la
aseguradora. El valor estimado de las obligaciones al inicio de un periodo, mas el margen de
solvencia, definen un minimo de activos requeridos al inicio del periodo, considerando el efecto
de que las obligaciones surgiran durante el periodo.

Los activos valuados como u al tiempo cero, cambiaran su valor durante (o,t] y estos cambios
deben ser anadidos a las formulas del capitulo anterior. Particularmente hay dos efectos:

a) La mayor parte de los activos generardan un ingreso, que generalmente lleva a un
incremento en los activos netos de la empresa.

b) La mayor parte de los activos estan sujetos a la fluctuacion por precios de mercado.

La forma de incorporar esta variabilidad en el margen de solvencia es considerando ahora un
proceso estocastico adicional, {u(t)} que denota el valor de los activos. Si suponemos que este
proceso es independiente del proceso de las reclamaciones, entonces su varianza puede
agregarse a las férmulas del capitulo anterior. Esta independencia es perfectamente razonable.

Efecto de los gastos

Uno de los cambios necesarios para pasar del concepto de ruina al de solvencia es la inclusion
de los gastos. Esto se logra, por un lado, afectando al recargo de seguridad para incluir los
gastos de venta y administracién y por otro, asignando en el tiempo los gastos conforme se
generan, lo cual debe ser para la empresa una labor que no genere gran incertidumbre. En
todo caso, puede nuevamente asumirse (como lo indica el sentido comun) que esta fuente de
variabilidad es independiente del proceso de reclamaciones, por lo cual significaria un
componente adicional del margen de solvencia.

Efecto del tiempo en que se realiza la supervisidn

La supervision generalmente consta de tres etapas:

a) Recopilacién de informacion por parte de los aseguradores.

b) analisis de los resultados por parte de las autoridades.

c) implementacién de las decisiones de la autoridad en consideracién al analisis realizado.

En ocasiones este proceso puede tomar un tiempo considerable y agravar una situacion de
inminente insolvencia. El reporte periddico de los estados financieros es una practica comun y

recomendable para detectar oportunamente la necesidad de un analisis de solvencia antes de
que sus efectos sean dificilmente corregibles.

COMISION NACIONAL DE
SEGURDS Y FIANZAS

www.cnsf.gob.mx




2. El proceso de supervision peridédica por parte de las Autoridades

Reguladoras®*

Si se muestra que el asegurador puede mantener su capacidad econdmica hasta el siguiente
periodo, dada una probabilidad, se considerara solvente. En caso contrario, las autoridades
tienen capacidad y obligacion de aplicar medidas correctivas o incluso suspender las actividades
de la empresa.

Este criterio es mostrado en la siguiente grafica:

Figura 5.1

Rmax(T)

\ ER®);

0 (== N

58

Rmin(T)

Toda realizacion de R(t) se inicia en t=0, que es el instante en que se realiza la supervision y
por ello u debe ser al menos el minimo legal aceptable. Posteriormente, el margen fluctla
hasta la siguiente revisién en t;, pudiendo tomar cualquier valor (incluyendo negativos) en ese
intervalo.

Una vez realizada la revision, cualquier correccion entraria en vigor con posterioridad a to,
digamos al tiempo T. Por ello la idea es establecer en =0 un margen de solvencia tal que, con
una probabilidad 1-g, el proceso se encuentre al tiempo T dentro del intervalo
[Rmin(T),Rmax(T)].

Este intervalo se calcula mediante las férmulas vistas en el capitulo anterior, principalmente
(4.29) y (4.30). En ellas por lo general se consideran distribuciones de siniestros agregados y
tasas de recoleccion de primas estimadas con informacion agregada de todo el Mercado
asegurador. El horizonte de tiempo T es generalmente mayor que un afio, para permitir la
revision anual del proceso y el tiempo suficiente para la intervencién oportuna de las
autoridades o del supervisor de la propia empresa.

Asi, en caso de que u se encuentre por arriba del minimo legal, pero R(t;) se encuentre por
debajo de Rmin(t,), serd necesario aplicar medidas correctivas de inmediato, inclusive
suspendiendo la captacidon de nuevos negocios hasta que el margen se encuentre dentro de los
limites preestablecidos.

24 Basado en Pentik&inen.
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El valor Rmax(t) es también de gran importancia, pues permite al administrador de la empresa
determinar sus politicas de dividendos, ya que valores grandes de este proceso significan
utilidad, aunque parte de ella tenga que ser retenida para mantener los margenes de solvencia
dentro del criterio arriba presentado.

Recuérdese que la sobrevivencia de la empresa en el largo plazo es considerada la meta
fundamental de los administradores de la empresa. En esta seccidon Unicamente se ha expuesto
un procedimiento de corto plazo que garantiza en ese periodo la solvencia del asegurador. La
legislacion de solvencia es pues, un requisito para proteger a los asegurados y accionistas, no
al asegurador.

Segln los equipos de investigacién sobre solvencia de Finlandia y Gran Bretafia®®25 el periodo
de supervisién usual de un afio es muy corto para permitir la intervencién oportuna de las
autoridades en casos de fluctuaciones adversas. Se propuso asi un periodo de 18 meses a 2
afios para permitir un margen adecuado. Esto afecta considerablemente el margen de solvencia,
pues como se muestra en la figura 5.1 y en la férmula (4.29) la amplitud del intervalo se
incrementa en funcidén del tiempo. Por ejemplo en Beard et al (1984) p.280, se muestra que si
Rmin se establece como 100 para T=12 meses, sera alrededor de 120-130 para T=18 meses y
de 140-160 para T=24 meses.

Ahora bien, en el establecimiento de esta supervisién falta incluir los criterios de solvencia
dindmica y estatica:

En el enfoque de solvencia dindmica, la autoridad verifica solamente si el mejor estimando de
los activos excede al mejor estimado de los pasivos al final del periodo T. Esto normalmente
asume que las actividades del asegurador continuaran durante este periodo, incluyendo la
emision de mas polizas y el pago de indemnizaciones correspondientes a periodos anteriores.
Por el contrario, la solvencia estatica puede interpretarse como suponer que la licencia del
asegurador sera revocada en T, y no podran emitirse nuevos negocios a partir de ese momento
ni renovarse los existentes. Las reclamaciones y otras obligaciones seran ejercidas y pagadas
con los activos. Y estos activos continuaran invirtiéndose hasta que sean utilizados para este
efecto. Con esta Ultima consideracion todavia existirdn con posterioridad a T reclamaciones
provenientes de los periodos anteriores (por ejemplo los siniestros ocurridos y no reportados),
por lo cual con este criterio de solvencia estatica, se anade el riesgo de estas fluctuaciones (Ra)
y entonces el margen de solvencia debe reconocerlo. En la siguiente figura se ilustran los dos
principios.

25 pentikainen ob. cit.
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Figura 5.2
Diferencias entre los criterios de solvencia dindmica (izquierda) y estatica (derecha)

R(t R() ///__

Rmax(T)

Bomin(T)

_—

T&

Los criterios de solvencia dindmica parecen prevalecer en la mayoria de los paises®® alin antes
de haberse formalizado en la literatura. El estudio britdnico de solvencia concluyé que a causa
de los riesgos sobre siniestros pendientes de indemnizar, cuando el riesgo de ruina es
significativo, no habrd garantias de transferencia de los portafolios de polizas hacia otros
aseguradores y por ello, la solvencia dindmica es insuficiente.

3. Supervisién actuarial mediante consideraciones de largo plazo

Como se explicd en la seccidn anterior, los criterios de solvencia de largo plazo son de mayor
interés para la administracién de la empresa de seguros que para la autoridad reguladora. Mas
aun, de acuerdo con las hipdtesis basicas en la Administraciéon, el enfoque de solvencia
dinamica parece mas adecuado a los intereses de la empresa. Las implicaciones de esto son
relevantes, pues significa que los margenes de solvencia legales, aplicados con los mismos
datos de la aseguradora, seran en general superiores a los calculados por las propias empresas.
En algunos paises, las reservas para siniestros ocurridos y no reportados (parte mas
importante de los siniestros aln no indemnizados) no son considerados formalmente en el
margen de solvencia, pero para efectos del administrador, forman una sola entidad.

El problema para el asegurador puede plantearse de la siguiente forma:

El asegurador observa una realizacion del proceso de reserva R(t) que considera tanto el
margen de solvencia inicial del periodo como las primas y siniestros agregados hasta ese
momento.

En un instante t, el asegurador desea conocer el valor de la solvencia, pero esto en la practica
es dificil de obtener. En realidad se dispone de informacion con algun retraso (un mes, por
ejemplo), asi que el asegurador conocera el valor de la solvencia en t;<t,, es decir R(t>).

26 jbidem. p.400.
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Mas aun, una vez analizada la informacién, cualquier decision concerniente a las primas,
reaseguro, aportacion de capital o pago de dividendos, tomara efecto un tiempo después, t3>t,.
Este tiempo puede ser considerablemente largo (algunos meses) y definitivamente debe ser
tomado en cuenta. La figura 5.3 ilustra esta idea.

Figura 5.3
El problema de solvencia para el asegurador

R(t)

un

-
=
—
-2
—
e -———————

En otras palabras, el asegurador desconoce los valores reales del proceso en [t1,»), pero debe

tomar una decision en t, que entrard en vigor hasta t; y que debe garantizar la viabilidad del
negocio mas los requisitos legales establecidos.

Una alternativa para esta situacidn consiste en pronosticar R(t;) mediante la tendencia del
proceso en ese intervalo:

R(t;)+ (1 +0)ip;(ts —t;)- E[S(t5 - t,)] (5.2)
R(t;)+(1+60)ip,(t5 —t;) - Ap;(t5 - t;) (5.3)
R(t;)+ 03py(ts - t;) (5.4)

y sobre este valor se puede determinar, en t3 , el capital adicional o las primas a modificar
para garantizar una probabilidad de insolvencia € preestablecida:

v (R(ts)) < & (5.5)

Otra alternativa consiste en utilizar las férmulas del tipo de (4.29) o un proceso de simulacion
para pronosticar por intervalo el valor de la reserva en ese momento y tomar las decisiones
pertinentes. Notese que se estd suponiendo una estabilidad de condiciones sobre el recargo de
seguridad vy la distribucion de siniestros agregados.

Esto puede modificarse de acuerdo con lo visto en el capitulo 4. Para el cdlculo de estas
probabilidades de insolvencia, se puede recurrir a la teoria del capitulo 3.
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Observaciones Finales:

En este trabajo introductorio se ha mostrado que la Teoria de Riesgo es la herramienta basica
para el tratamiento de la solvencia de empresas de seguros. Como toda ciencia de reciente
formacion, aun quedan muchos elementos por perfeccionar, en particular, la adicién de
consideraciones de caracter financiero y econémico que afectan a la empresa de seguros, sin
los cuales esta teoria quedaria fuera de toda aplicabilidad. Sin embargo, los recientes intentos
de los equipos actuariales de investigacién en Europa y Estados Unidos han mostrado la
necesidad de involucrar a las comunidades actuarial, financiera y econdmica de todo el mundo
en la tarea de formular un modelo Unico, consistente, tedricamente sustentado y aplicable para
la solvencia en seguros, cuyos frutos podran ser aplicados incluso a otras ramas de la actividad
financiera.
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Apéndice A

Derivacion de la distribucion Poisson para modelar el nimero de siniestros

Sea N(t) el nUmero de reclamaciones en el intervalo (0,t] con t>0. Definase N(0)=0, s >0 y
O<t;<t,<t3<t;. Considerando las hipdtesis a, b y c del capitulo 2:

i) Las variables N(t,)—N(t;) y N(t;)—N(t3) son independientes.

i) Las variables N(s+t)- N(t) y N(s) tienen la misma distribucion.
1. Probabilidad de que no ocurran eventos en un intervalo.
De i) y ii) se tiene:

PriN(s + t)- N(t) = 0} = PriN(s) = O}y
PriN(s + t)= 0} = PriN(s)= 0,N(s + t)- N(s) = 0} (A.1)
= PriN(s) = 0}PriN(t) = 0}

Por tanto, Pr{N(t)=0} es una funcion no creciente para toda t>0.

El resultado (A.1) implica que para s,t nUmeros racionales:

PriN(st) = 0} = [Prin(s) = 0f] ‘= [Prin(t) = 0f] *

En particular:

[Prin(t) = 0}] /*= constante < 1

Esta constante no puede ser cero, pues implicaria que [PriN(t)=0}]=0 y por ii) sabemos que
cualquier intervalo debe contener alguna reclamacion con probabilidad 1 asi que el intervalo

(0,t] contendria un numero infinito de reclamaciones con probabilidad 1, lo cual contradice la
hipotesis c) del capitulo 2.

En consecuencia la constante se puede denotar por e, =0 y asi

PriN(t)=0}=e*,1>0 (A.2)

2. Probabilidad de n siniestros en un intervalo.

Para encontrar una expresidon de Pr{N(t)=n} sea h un entero tal que m=2">n y considérese la
particion del intervalo (0,t]:

I = (Ht,'t} parai=1,2,..m
m ‘'m
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Obsérvese que si h se incrementa, los puntos de la particidon anterior siguen siendo puntos en
la nueva particion.

Para una h fija, del conjunto de todas las posibles realizaciones del proceso, se tomaran dos
subconjuntos:

R1,: El conjunto de todas las realizaciones en las que al menos una reclamacidon ocurre en
exactamente n intervalos I; .

R2,: El conjunto de todas las realizaciones en las que al menos en un intervalo I; al menos dos
reclamaciones ocurren.

Se puede afirmar que {N(t)=n}cR1, UR2;, pues para que existan exactamente n reclamaciones
se requiere que n intervalos distintos incluyan una reclamacién o que algun intervalo tenga al
menos dos reclamaciones. Por otro lado, R1,—R2, c{N(t)=n} porque R1,—R2, son las

realizaciones donde las reclamaciones ocurren en exactamente n intervalos y en ninguno de
ellos hay mas de una reclamacion.

Por tanto, Pr{R1,—R2,}<Pr(N(t)=n)<Pr{R1,UR2,} es decir,
Pr{R1,}—Pr{R2,}<Pr(N(t)=n)<Pr{R1,}+Pr{R2,} (A.3)

Ahora bien, hagase h—-» y tdmese una realizacion R. Hay dos posibilidades: R es tal que para
cierta h cada intervalo contiene a lo mas una reclamaciéon, o bien, R es tal que
independientemente de h siempre existe al menos un intervalo en el que hay al menos dos
reclamaciones.

En esta segunda alternativa, o bien alguna divisién tiene al menos dos reclamaciones, o bien
las reclamaciones presentan un punto de acumulacidon. Pero esto contradice nuestra hipotesis
c) y por ello esta alternativa tiene probabilidad cero.

En consecuencia, Ainz Pr{R2,} = 0 y mediante (A.3) tenemos la probabilidad buscada como:
-
Pr{N(t) =n} = lim Pr{R1,}
h—0

La probabilidad de que en un intervalo I; al menos ocurra una reclamacion, la cual es facil de
obtener utilizando (A.2):

1-PriNE/m)=0}=1- exp{_nﬂ

Asi que la probabilidad de que las n reclamaciones ocurran en exactamente n intervalos es:

e ] (e ]
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-l ot ]

m
Estos intervalos pueden escogerse de ( J posibles formas, por lo que:
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